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RESUMEN

El curso continda. Acé presentamos la férmula de Ito extendida a n dimensiones y el concepto
de Ecuacién Diferencial Estocéstica, en forma Matricial-vectorial. Se resuelve el caso lineal como
caso especial y se aplica a la solucién del modelo de Solow. Se afiade un apéndice sobre la teoria
de los sistemas de ecuaciones lineales con el fin de ayudar a entender la tGltima parte.

PALABRAS CLAVE

Ecuaciones diferenciales deterministicas, férmula de Ito, modelo de Solow, modelos de dindmica
econdmica.
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Un curso répido de célculo estocdstico para aplicaciones a modelos econémicos.

Introduccidn

Asi, como las ecuaciones diferenciales, que de ahora
en adelante podemos llamar ecuaciones
diferenciales deterministicas (EDD), juegan un papel
importante en la descripcién de modelos de
dindmica econdémica en condiciones
deterministicas, las ecuaciones diferenciales
estocasticas (EDE) juegan un papel importantisimo
cuando se trata de tener en cuenta influencias
aleatorias en los fendmenos dinamicos.

La férmula de lto, caso
general

. . 1
La férmula que presentamos en al primera parte
se puede generalizar facilmente, como sigue:

T

LX),

n

Sea el proceso vectorial X = (x , X,

1 2
donde la componente i-ésima, x , tiene un

i

diferencial estocéstico de la forma
d

dx; (t) = (t)dt + D o ;(t)AW,(t) (1) para i=
=1

1,2,..n,yW,W, ..., W son procesos de
1 2 n

Wiener independientes.

Consideremos la clase M(n, d) de todas las matrices
con m filas y d columnas,

el vector de tendencTia (drift) m, dado por m (t) =

[m (t), m (t), m (t)] , el proceso de Wiener d—
dimensiorial W, dado por [w (t), w (t), . . ., w (t) ] y
la matriz de difusién n x d Jdimer%sional dada por

O41 Oy2 Gig

o= O21 Oz O2d
: .(2), entonces la dindmica de

Gn1 Gn2 Gnd

X se puede escribir como  dX(t) = m(t) dt + s(t)

W(t). (3)
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Ademas, definamos el proceso Z, mediante Z(t) =
f(t, X(t)), donde f es una funcion R+ X R" ® R,
que es continua y tiene derivadas parciales
continuas hasta de orden dos. Entonces Z tiene

un diferencial estocéstico dado por
of n
df(t,X(t) ) —dt ;?dx ;;axax X;.dXg
con la tabla formal de multiplicacidn:
(dt)*=0
dt.dW =0
dWi)> =dt,para i=12--,d(5
de.de:O, I # ]

Ecuaciones diferenciales
estocdsticas (EDE), el
caso general

Mostramos ahora, con mayor detalle, el concepto
de ecuacién diferencial estocéstica, mencionado
en la primera parte:

Consideremos los siguientes elementos dados:

1. Un proceso vectorial de Wiener, vector columna,
con d elementos:

[wl(t),

.. w].
d

2. Una funcién vectorial, vector columna,

w R XR— R
3. Una funcion matricial : R X R" — M(n,d).

+

4.Un vector X de R".
0

Estos tienen las formas respectivas:

k(8 X(8) = [, (8 X(1)), py(t, X(1)), 1 (8 X)),
donde las p(t,X(t)) son funciones escalares
de n+1 variables, parai=1,2,...,n.
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o, (tX(H) ) o, (LX(1) )

1
Xo

y X, (6)

ot X(1) ) O (8, X(1) ) Xo
Queremos indagar sobre la existencia de procesos
estocésticos que sean soluciones de la ecuacién
diferencial estocéstica

dXt = u(t, X(t)) dt + o(t, X(t)) dw(t), con la
condicién X(0) = X,. (7)

6 en forma integral equivalente:

X() = X+ J'; u(s,X(s)) ds+ I; o(s,Xs)dW(s)
parat>0 (8).

Una respuesta la da el siguiente teorema:

Teorema de existencia

Suponga que existe una constante K tal que las
siguientes condiciones se satisfacen para todo, x,

yyt

lu(t,x)—p(,y)| < Klx-» ©9)
HG (t,x)—cs(t,y)H < KHx—yH (10)
(@, x)|+ o (6,0) < K(1+[x) (1)

Entonces existe una tnica solucién X(t) al problema
(7), con las siguientes propiedades:

X es un proceso F:N —adaptado

2. X tiene trayectorias continuas
3. X es un proceso de Markov
4. Existe una constante C tal que

Elxof keeasx,
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Como caso particular muy interesante estan las
ecuaciones diferenciales estocésticas lineales, a las
que dedicaremos el resto de este articulo.

Como introduccién veremos la correspondiente
ecuacion lineal escalar y sus casos particulares. A
continuacién veremos la solucién del caso
homogéneo y como una de sus aplicaciones el
Movimiento Browniano geométrico.

Ecuaciones diferenciales estocdsticas
lineales: el caso escalar
Consideremos d fuentes de aleatoriedad,

representadas por d procesos de Wiener

independientes, W, W, ..., W.
1 2 d

Una EDE lineal tiene la forma

dx(t) =[A(D) x(t) +a(t)] dt+ i [Bi () x() +b, (O] dw, ()
(12)

Donde A, a, B y B son funciones de t, parak = 1,
k k
2,..,dytelt,, T].

Usualmente la ecuacién (12) se acomparia por una
condicién inicial del tipo X (t,)=X,.
completando un problema de valor inicial.

De acuerdo con ciertas caracteristicas de las
funciones coeficientes podemos hacer una primera
clasificacién de estas ecuaciones.

Casos especiales

1.Si gra 9, la E.D.E lineal se llama homogénea y
toma la forma

d
dx(t) = A(t) x(t)dt+ Z B, (t) x(t)dw (t) (13)
k=1
2. Si B,(t)=B,(t) = ... =B4(t)=0, la ED.E
lineal se llama lineal en sentido estricto y toma
la forma

dx(t) = [A(t) x(t) +a(t)] dt+Z b, () dw . (t) (14)
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3. Si los coeficientes A, a, B,, b,, son todos
independientes del tiempo, la E.D.E lineal se llama
autonoma. En este caso escribimos simplemente

dx(t) =[Ax(t)+a] dt+zd: B, (t)+b,]dw,(t) (15)

TEOREMA:

La solucién de la E.D.E lineal
d

dx(t)= A(t)x(t)dt+ > B (t)x(t)dw,(t)
k=1

con valor X (to) = X, conte [to ]

esta dada por

X(0) =X, exp{ [ [A@)—éi Bi(s)]ds 0y [ B (s>.dW,f(s>}
(14)

El movimiento browniano geométrico
(de nuevo)

Como una aplicacién de este teorema,
reconsideremos este proceso estocéastico, base
para numerosas aplicaciones en finanzas y
economia. Esté definido por el problema de valor

inicial gg — | s.dt + c.s.dwW - S0 = .

Aplicando el teorema anterior, y la definicién del
proceso de Wiener, vemos que la solucién esté dada
152 Yo W(t)

( —
POr  g(t)=S,e " 2
tenfamos en la primera parte.

(16), que es la que

Modelo de crecimiento de Tobin

(1965)

James Tobin fue uno de los primeros economistas
en introducir dinero en un modelo econdmico de
crecimiento.

Las ecuaciones del modelo (determinista) son:

Y = F(K, L) (17), Funcién de Inversién, donde F es
una funcién homogénea de grado 1.
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dP

dt

es una constante)

= qP(lS) comportamiento de la inflacién ( q

| = % + E(Mj (19) Funcién de inversion.
dt dt\P
S=s/Y+ E(MJ
dt\ P 0 < s < 1, (20) Funcién de
ahorro.

L(t)=L(0). ent L(0) > 0 (21) Crecimiento de
la mano de obra.

M(t)=M@E). e

de la oferta de dinero.

M(0) >0 (22), Crecimiento

En condiciones de equilibrio, el ahorro iguala a la
inversién, luego

ar ar\p ) Tallp y de acé se
deduce
dK d(M d(M

—— =

dt

P

P

55l o

A esta ecuacién 13 se le conoce como ecuaciéon
fundamental de Tobin.

dt

e (18), (21) y (22), respectivamente, se pueden
deducir

dP dL dM

—=qP (24), — =nL (25),y — =6M

p (24) prrall (25),y pm (289)

Sj k—E t %—1%_nk (27)

1, L entonces dt —L dt ,
. S(M)(o-af

ademas at\ p q (28),
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1
Si hacemos f(k)= EF(K’L): F(K/L) (99) y
1M

M = —— (30), el dinero real per capita, entonces

LP
concluimos que %:sf(k)—m—s) (& —g)m-nk(31).

A A
M(0) L(0) /
g t
A t
P(0)
t

Figura 1. Supuestos sobre M, L y P en el modelo de Tobin

En el caso ® = q, y més particularmente, cuando  Es decir, este modelo es un caso més general de
ambos son iguales a cero, se obtiene el modelo de  aquel modelo.

Solow, visto en la primera parte, como un caso

particular. Ecuaciones diferenciales esto-

césticas lineales: el caso general
O] (4@ - AO[xO] [a0] |, [(Ba® + BuO]x0] [50
o= oo N : : L N 1/ 410))
ax,0] (4,0 - 4,0)50] o0l T B,0 - BL0)|x0] |60

La solucién a la ecuacidn consideremos la ecuacién diferencial lineal

homogéneo asociada estocéstica lineal asociada a (32)
dx,(t) Aut) L A1) x(t) o [Ban(t) L B (1)) x(t)
M=l M M M M [dt+>| M M M M [dW,(t)
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B30 g y=A®)X(1).dt + 3 B, ()XW, (1)

(34) con las mismas condiciones que en (7). Sea
j
e.=’(0_--- 0.1.0 ---O)T , el i-ésimo vector de la
J 3 bl bl 3 H

base candnica de R y sea
D, (t)=(D; (), . P, (t))" la solucién de (33) con
el valor inicial x(t)=e.

0 j
Definamos la matriz n x n F(t) mediante

O(t) = (P (1) = (P, (1), P, (1) (35).

Llamamos a (t) la matriz fundamental de la
ecuacion (32) or (33).

Facilmente podemos notar que ®(t,) =I, la
matriz identidad n x n, y que "

do(t) = A(t). d(t).dt +Zd: B, (t).D(t)dW, (t) (36).

Después de haber notado esto, el siguiente
teorema aparece como una consecuencia natural:

Teorema. Solucién de la ecuacién
homogénea asociada.

Dado el valor inicial X(t ) = X, la Gnica solucién de
0 0

la ecuacion (33) (6 (34)) es X(t) = P(t).X, N
Ejemplo

Consideremos la ecuacién homogénea

ol (& a5 oo

Esta es equivalente al par de ecuaciones escalares

dx(t)
dx(t)o

0

o

2

0
O,

Qy
0

04
0

AW, (t)
AW, (t)

dX,(t) = a,X,()dt + o, X, (t).dW,(t)

dX, (1) = X, (H)dt + 0, X,(t).dW, (t)
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(Invitamos a lector atento a confirmar esto)

Si tenemos las condiciones iniciales x (t ) = X9,
10
X (t)=x5
) =x2

Entonces tenemos las soluciones

y
(@103 (1t J+0 Wy (1)-W, (t)]

X,(t) = X?-e

15
0 _ (ap——a3)(t—tg )+a[W, (t)-W, (t5)]
X)) =x>e " 2"°

entonces podemos corroborar facilmente que @(t)
estd dada por

(61307t )0 W, (0-W; ()]

0

(a3 03)-to o [Wa(1)- Wy )]

o) =| ©

0 e

X3

0
2

sistema es X(t) = P(t)X, .

Si hacemos %o Z{ } entonces la solucién al

Es importante notar que si el sistema es lineal en
el sentido estricto y A no depende de t (es

constante), entonces .d(t)=e Alt=to)

Una explicacién y una justificacién de esta Gltima
férmula se da en el apéndice. Este Apéndice recoge
material que se estudia en los cursos de ecuaciones
diferenciales (deterministicas), en el tema de
sistemas lineales de ecuaciones. Como estos temas
generalmente no se incluyen en los cursos de
matematicas para economia y afines, decidimos
presentarlos aca.

La solucién de la homogénea es fundamental, pero
solo una parte. Enunciamos la solucién general a
continuacién:

Teorema. Solucién de la ecuacidén en
el caso general

La solucién Gnica a la ecuacién (33) puede
expresarse en la forma
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x(t)= <D(t)[x0 +, @1(3)[61(3)—

k=1

(37), donde, ®(t) es
soluciones de
correspondiente.

la matriz fundamental de
la ecuacién homogénea

Ya con esta solucién en la mano, podemos
enfrentar uno a uno los casos particulares vistos
anteriormente y darles solucién.

bk(s)}ds ; ij: q>1(s)bk(s)dwk(s)]

Como primera medida enunciamos el siguiente lema:

Lema. Forma explicita de la solucién
fundamental. Caso escalar.
La matriz fundamental de soluciones de la ecuacién

diferencial lineal homogénea asociada a la ecuacién
(12) esta dada por

@(t)zexpD (A(s ZB (s deJFZ,[ B, (s) .dW, (s)}

Ahora podemos dar la solucién general de la
ecuacién escalar.

Corolario. Solucién general de la
ecuacion lineal escalar.

La solucién general esta dada por

x(t) = (D(t)(xo + j o' (s){a(s) - i B, (5)b, (S)}ds + i j O (s5)b, (s)dw, (S)J (39)

La diferencia entre (37) y (39) es que la primera es
matricial y de acuerdo con la teoria y los ejemplos
que se muestran en el apéndice.

Aplicaciéon: Solucién general de la
EDE del modelo de Solow

Recordamos de la primera parte que la EDE del
modelo de Solow se puede escribir como dk(t) =

=[S f(K)- k (n - 2)]dt - ok(t)dz (40) que
se puede reescribir como dk(t) = [-K(n-62) +

f(k)]dt - ok(t)dw(t) 41).

Se observa que, en general (41), no es lineal, dado
que el término S.f(k) depende de k.

A pesar de esto, en algunos casos, la ecuacién
podria ser lineal, por ejemplo, si K = g(t).L, donde
g es una funcién del tiempo. Si este es el caso,
escribiremos f(t), en vez de f(k) asf que dk(t) =[-

k(n-02) +S f(1)]dt - ok(t)dw(t)
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k (42)

0

y ademés, supongamos k(0) =

=[-k(n-
62)]dt - ok(t)dw(t)(43) y su solucién esté dada
por ®(t) = k, Exp[-(n-2%)(t-t)) +o(W(t)-

W(t,)] que es un movimiento Browniano

La ecuacién homogénea asociada esdK(t)

geométrico.
La solucién general serd

k()=o) k,+ | € S.f(s)ds | (43)

Nota: En esta expresion (43), la S mayUscula es la
propensién marginal al ahorro, mientras que la s
mintscula es la variable de integracion.

En el caso general se necesitaran métodos
numéricos para resolverlo.
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Corolario. Solucién de las ecuaciones
lineales en el sentido estricto. Caso
general.

Consideremos la ecuacién diferencial estocéstica
lineal en el sentido estricto en d-dimensiones

dx(t) = (A(t).x(¢)+a(t))dt + Zd:bk ®).dw, (1)
con te [t, 11y x(t)=X, (44)

La correspondiente ecuacidn homogénea asociada
es la ecuacidn diferencial deterministica,

dX (1)
L _A4nXx @) (4
o (HX(t) (45)
A(t—t —A(t—t ¢ _
x(t)=€( 0)x0+€ ( O),[, eA(’ )
Corolario. Ecuaciones lineales
autébnomas

Consideremos ahora la ecuacién d-dimensional
lineal auténoma

dX (1) = (Ax(t)+a)dt + zd: (B, x(t)+b,) dW,(t) (48)

con te [t, t]yx(t)=X,. laecuacién
homogénea correspondiente es

dX (1) = Ax(t)dt + inx(t).dVVk (1) (49)

Si d(t) esla matriz fundamentadle de la ecuacién
anterior, entonces la solucién de (44)

x(f) = @(l)(xo + j @' (s)a(s)ds + i j D (5)b, (s)dw, (s)j

tiene la forma (46).

Como caso particular, cuando A(t) es independiente
del tiempo, es decir A(t) = A, una matriz constante
d x d, entonces ®(t) tiene la forma simple
O(t)=e'"™ y su inversa es @~'(r) = 1
(ver apéndice).

En este caso la solucién general es

a(s)ds + 3 [ €M™ (s)aw,(s) (a7

En general, ®(t) no tiene una forma explicita. A
pesar de esto, si las matrices A y Bk conmutan, es
decir, si A. Bk = Bk.Ay Gi. Gj = Gj.Gi para todo k
yjentre 1 y d, entonces la matriz fundamental de
(49) tiene la forma explicita

()= Exp{[A 2% B,ij(r—to>+2 B (-, (tn))} (50).

La solucién general de (48) es :

x(t)= CD(t)(xO + (J‘: O (S)a(S)dsj(a — Zd:Bk (s).b, (s)j+ i(J‘: O (5)dW, (s)ds)ka (49).

Normalmente, aunque se tenga una solucién
explicita, calcular el valor esperado y la varianza
de tales soluciones es un trabajo engorroso.
Afortunadamente existe un teorema que permite
el calculo de los valores esperados, y a veces de la
varianza, sin demasiado esfuerzo.

Teorema. Valor esperado y varianza
de la solucién

Para la solucién de (32) se tiene que:

(@ m(t) = E(x(t)) es la tnica solucién de la
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ecuacion = A(t)m(t)+a(t) (50) en

dm(?)
t

[t, T] con el valor inicial m(t ) = E(x ).
0 0 0

(b)P(t) = E(X(t).XT(t)) es la Gnica no-negativa
definida y simétrica solucién de la ecuacién gra

dP(t d
® 4 +2Ak (51) donde

k=1

dt

A, = A@t)P(t)+ P) A" (t) +a(t).m” (t)+m(t).a’ (t)

(52) y
A, =B (P(t) BL (t)+ B, (t)m, () b (t) + b, (ym" (£) BL (£) + b, () b (¢)

(53) en [t, T el wvalor inicial

P(ty) = E(x,.X?). (54

con

El proceso con reversién a la media

de Ornstein-Uhlenbeck

Uno de los modelos para la volatilidad de precios
de algunas acciones, retornos de indices bursatiles
y algunas commodities es el proceso de reversidén
a la media de Ornstein-Uhlenbeck.

Este esta definido por el siguiente problema de valor
inicial: dX(t) = - o (x(t) - ) dt + cdW(t), cont>0y

valor inicial x(0) = x,

Identificando A(t) con -, a(t) con o, B(t) con 0
y b(t) con 6 vemos que la solucién fundamental
esté dada por @(¢) = e * (55) y la solucién general
porx(t) = e‘“(x0 + oc,uJ.Ot e*ds+o J‘Ot e*“dw(s))
(56)

txo +ul-e ¢ t) +o jot e S dw(s)

(57)

x(t)= e ¢

El valor esperado m(t), debe satisfacer la ecuacién
diferencial lineal

58

d—m =—am+a
d K con m(0)

E(x ).

0

Facilmente comprobamos que la solucién es m(t)

=p+ (E(x,) -1) €(58)
Ahora, cuando t — oo, m(t) —u.

Esta WL es un “promedio de largo plazo” al que
tiende la media del proceso en el largo plazo. Las
realizaciones del proceso nunca se alejan
demasiado de este promedio.

Este resultado también se puede probar aplicando
valores esperados a la expresiéon (57)

Queda como ejercicio al lector atento demostrar
que la varianza de x(t) estd dada por Var(x(t))

2
e‘Z“tVar(xo)+%(l—€‘2“’) (59) y que esta

2

o
tiende a — cuando t — oo.
20

Un ejercicio a manera de examen de
CUrso

Considere el modelo de Tobin. Si la Ginica fuente
de incertidumbre estd dada por el crecimiento de
la oferta de dinero estd dada pordM =6 M dt + n
M dW, con M(0) = M,, donde W es un proceso
de Wiener. Aplique el lema de Ito y la teoria vista
para encontrar una solucién. Haga las suposiciones
pertinentes.
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PROCESO DE ORNSTEIN-UHLEMBECK
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Apéndice

Algunos resultados fundamen-tales
de la teorfa de las matrices

Similaridad

Una matriz A se dice que es similar o semejante
a una matriz B (simbdlicamente A~113) si existe una
matriz invertible P tal que A= PBP

En términos geométricos decimos que Ay B
representan la misma transformacion lineal.

Una funcién f se dice que es invariante bajo
similaridad si siempre que Ay B sean semejantes,
se cumpla que f(A) = f(B).

Como ejemplos de funciones matriciales que son
invariantes bajo similaridad estén la funcién
determinante, la traza, el rango y el polinomio
caracteristico.
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1
1000 1500

Un conjunto E de matrices se dice que es
invariante bajo similaridad, si todas las matrices
similares a cada una de las matrices en el conjunto
E, estan también en E.

Una propiedad se dice que es invariante bajo
similaridad, si el conjunto de todas las matrices que
tienen la propiedad, es invariante bajo similaridad.

Example 1 (A very useful property)

Sig(u) = al+aU+--+a,U", donde los a; ,son
nameros reales,. Para para I= 0, .
entonces g(A)=PG(B)P .

..,n,ysi A~B
Para probar esto, veamos primero que para todo
m:

1) Sim =0, la propiedad se cumple trivialmente

2) Supongamos que, entonces, AX= P.Bk.P’1,
entonces, A*' = A* A = (PB*P")(PBP")=PB*'P"

Al aplicar el principio de induccién se asegura el
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umplimiento de la propiedad para todo m, entero
no negativo.

Ahora,

g(A)=agl+ oA+ +a,A"=a,PP" +aPBP "+ a,PB"P"

-1

Pg(B)P .

A manera de ilustracién, supongamos que A es una
matriz diagonalizable 2x2 , entonces existe una

A O
0O

PDP 'y

matriz D = ( j tal que A

g(A)=P.g(D).P'1, pero g(D) es una matriz con

D =a,+0a.A+ +a,N=g(A), D =D =0,y
11 2 21

D =a,+a,u+-+0, " =g(u) asl que
22

5
)

Este ejemplo se puede geneéralizar para una matriz
diagonalizable de tamafion .

0
g(u

g(A)

<91(A)=P(0

Sucesiones de matrices

Supongamos que M, M , .. es una sucesiéon infinita
1 2
de matrices de tamano kx!.Denotemos mediante
(
Mijn
M=(M ) es el limite de la sucesién dada, denotado
i
Lim

) al ij-ésimo elemento of Mn, decimos que

M =
n— oo

\ Sipara cada i y cada j tenemos
1+LJ

(]

M{” =M; Por ejemplo, si M =| 43
" 3n-1

1
Lim n

n — oo

Lim
Mn

se tiene que 1 —> 00
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Series of Matrices

SiA,A,...esasucesidon de matrices, entonces,
1 2
ala sucesion A, A +A, A+A+A, ... sele
1 1 2 1 2 3

llama la serie infinita generada por la sucesién, y

m

ZAk existe, se

k=1

o0 Lim
se le denota por ZA

— ke Slm 5 o0

dice que la serie converge.

Dados los escalares 0,,0,,-* y la matriz cuadrada

o0
. k . .
A, la serie ZA se llama una serie de potencias
k=1

en A.

Condicién suficiente para la
convergencia de una serie de
potencias

Sea p el radio de convergencia de la serie escalar,
> a,t entonces si |A| <p para cada valor propio

A de la matriz A, entonces la serie de potencias

- k
matricial ), %A* converges, v si |N|>p para
k=1

o0

k

entonces la serie ZGKA
k=1

alglin valor propio

diverge.

Como el radio espectral, |A| , de la matriz A se

define como ‘A‘zmax{‘k‘ A es un valor propio de A}, la
propiedad se puede volver a enunciar

0
k
como: 2,%A" converge si |A|<p vy diverge si
1

k=

|A|>p.
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Series de potencias como funciones
de matrices

De manera analoga al caso escalar, si T es el

conjunto de todas las matrices A, tales que
Zak

entonces f una funcién de valor matricial definida

ZGKA converge, y si definimos f(A
k=1

enT.

Extensién de funciones representadas
como series de potencias

o0
=2t
k=1
extensidén matricial de la func1on escalar y

normalmente se hace referencia a ella con el mismo
nombre de la funcién escalar.

Si f(t) la serie f(A szA se llama la

Ejemplos 2

l.La matriz exponencial: e exp(A)

21

k
Z—,A
k=0 N:
cuadradas dado que la serie escalar asociada
converge para todos los valores reales real.

=se define para todas las matrices

matriz tan

(1)
sz 1

tales que porque la serie escalar tiene radio de
convergencia 1.

.La arco-tangente:

A*"" se define para todas las A,

3.La matriz coseno: Cos(A) =
k=0
define para toda A.
4. La matriz seno: Sen(A i - 1 A* se
’ = (2k +1)!

6]

define para toda A.

Ejemplo 3

0 1

A=
Sea [_1 0

j, esta es una matriz cuyo

exponencial se puede sumar exactamente. Primero,

notemos que A'= -, A'= -A, A'= 1, A’= A, y el

ciclo se repite asf que
At :I+At—llt2 —lAt3 +1It4 +1At5 +
2! 3! 4| 5!
[1—1t2+1t4 }I+(t—lt3+lt5+~~)A=costI+sintA=
21 41 3!
cost 0 N 0 sint 3 Cost sint
0 cost] (-sint 0 | |-sint cost

Algunos resultados relacionados con la matriz
exponencial

1. det[exp(A)] = expltraza(A)] para toda A.

2. exp(A) es no singular para toda A

3. ¢?B = ¢%! B para todo escalar y toda matriz B

4.e=el

5.1f D=diag(A,,A,,-, A ) entonces
e’ =diag(e" e

6.1f A is diagonalizable, A = PDP ", entonces, e =
Pe’ P’

7 (e’“)ﬁ1 =e "

8. Si AB = BA entonces, gAtBt _ gAt gBt ; en

particular gA(t-s) _ gAt g-As para todo t y todo s.
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Ejemplo 4
-a 0

Sea A= 1 0 , A es diagonalizable, A =

. (-a 0\ (-a 0\ O
PDP = 1 1) 0 ol 1 , asf que su
exponen-cial es e

-a 0Y(e® O ‘go_ ei_ 0
=1 1)lo 1) 1) 1= 4

Sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes

Consideremos el sistema homogéneo ot = AX(t)

(1), donde A es una matriz constante n x n. tenemos
los siguientes resultados:

1. La dimensién del espacio V de todas las

soluciones del sistema (1) es n.

2.Sean X, X X k solutions de (1).
Selecc1onemos un valort conveniente, entonces
X, X,

2

X son soluc1ones linealmente
1 k

independientes si, y solo si, X(t), X (t),. .
0 20

X ()

k 0
. . . n
son vectores linealmente independientes en R .

3.X(t) = gMy/ , donde V es un vector constante, es
una solucién de (1) si, y sélo sf, V es un vector
propio de A, correspondiente al valor propio j .

4. Si A=a+ip es un valor propio complejo de A

con vector propio V = V +1V entonces, X(t) =
eMy/ es una solucién comple]a de (1).

5.8i x(t) = Y(t) + iz(t) es una solucidén compleja de

(1) entonces, ambos y(t) y z(t) son soluciones reales
linealmente independientes de (1).
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6. Para encontrar n soluciones linealmente
independientes de (1) se puede usar el siguiente
algoritmo:

A. Encontrar todos los valores propios y vectores
propios de A.

B. Si A tiene n valores propios linealmente
independientes, entonces (1) tiene n soluciones

linealmente independientes de la forma eV .

C. Si A tiene Gnicamente k < n vectores propios
linealmente independientes, entonces, para
hallar soluciones adicionales, escogemos un valor
propio A\ y encontramos todos los vectores V
para los cuales (A - Al)2V= 0 pero (A- Al) V # 0
Para cada uno de tales vectores V,

2

MV —e" {v FHA=ADV +t2—(A A) v} os
D. Continuar este proceso hasta que se obtlenen
n soluciones linealmente mdependlentes

una solucién adicional de (1)

7. Una matriz X(t) se llama una matriz fundamental
de soluciones of (1) si sus columnas forman un
conjunto de n soluciones linealmente
independientes de (1).

8. Para cualquier matriz fundamental de soluciones
de (1), '=X(t).X(0), donde X
l(O) es la inversa de x(t) ent=0.En parUcular si

X(t) tenemos que eA

las columnas de X(t), X (t) satisfacen X '(0) = e,
j

paraj =1, 2, .. .nentonces X(t) = eAt.
Ejemplo 5
171 1
A=10 3 2]|.. .
tiene tres valores propios reales
0 0 5

diferentes A 1,A 3 and A 5 ,y vectores
propios correspondientes
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111 1
0L121»(2 , respectivamente, las soluciones
0110 2

linealmente independientes son:

entonces la matriz

2
et eSt eSt
_ 3t 5t
fundamental es X(t)=|0 2" 2
0 0 2&%
111 150
-1 1
X(0)={0 2 2|, X'(0)={0 , _%
0 0 2 0 0 %
y eM=X(t).X'0)= (e Je'-Je* —Je*-le
0 ¥ _e¥ 4 g%t
0 0 e”
Ejemplo 6
1 0O
A=10 1-1 tiene tres valores propios
o 1 1
diferentes A=1, A=1+i and A=1-i . El
0
primer vector propio asociado es i , asi que la

t
primera solucién es e

O O -

asociado con el Segundo valor propio es

0
[

. Un vector propio
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0
|
entonces = . Ahora,
1
0 0 0 0
e'(cost+isent)||0|+i|1||=¢€"|—sent |+ie'|cost
1 0 cost sent

son dos soluciones reales, linealmente
independientes, por lo tanto, la matriz fundamental

e' 0 0

_ t _atai
os X({t)=|0 e cost —e'sint . Como X(0)=1 ,
0 e'sint €' cost 3

entonces X(t)= eAt.

Ejemplo 7

2 1 3
A=10 2 -1 tiene Gnicamente un valor propio
0 0 2

A = 2 Y este tiene un Gnico vector propio asociado

1
0
0

propio tiene dimensién uno. La solucién asociada

, esto es, el espacio propio asociado a ese valor

Para encontrar las otras dos soluciones
independientes re2queridas, buscamos soluciones
de (A-21) V=0, esto es,

01 3)(0 1 3Y\v,] [0
00 -1.l0 0 -1 v,|=|0
00 0)00 0)v,| [0

Encontramos la solucién paramétrica
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vV, [=w|0 +z[1
0
1
0

con w =0 and z=1

obtenemos V= que satisface (A-21)VLO y (A-

2]) V=0.

El segundo vector es

0 0
eMV =21 |=e* [I+t(A—2I)] 1
0 0]
100 01 3 0 [t
e®[|0 1 O[+t|0 0 —11|[1]|=e*|1
0 0 1 0 0 O 0 0
Ahora, la tercera solucién debe satisfacer
(A-21) V=0, pero (A-21)'V=0.
/
0 1 3)0 0 -1V, 0
Ast [0 0 —-1)/0 0 0 1V, |=|0 , esto lleva
00 0)IO O 0|V, 0
a la solucidén paramétrica
V, 1 0 0 0
Vo |=w|0|+2z)11+y|0 , la solucién 0
\'A 0 0 1 1
satisface los requeremientos, entonces

64

2

e’“VzeZt.e‘A2')‘V:e2‘{l+t(a—2l)+t2|(t—2l)2 V=
B 2\ -
10 0) (0 t 3t) [0 0 -Z1lo
e?/|0 1 0|+|0 0 —-t|+|0 O o0 |||0]=
0 0 1 00 O 0 0 0|1
3t 1t
e -t
1
Asi, la matriz fundamental es
e2t tezt (3t _ %tZ) 62t
_ 2t _4a2t
X(t)=| 0 e te and como
0 0 e?

X(0)=I, entonces X(t) = €'

3

Otro caso de E.D.E lineal y de gran aplicacién en la
teorfa de las tasas de interés es la siguiente

dx (t) =a x(t) dt+o dw (t)

x(0)=x,

Y cuya solucién es:

t
x,=C% x,+0o I €Y dw,
0
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en el volumen 7, No. 14 de esta revista.

3. Acé el simbolo H H denota la norma del vector o la matriz. Las condiciones (9) y (10) se llaman

Condiciones deLipschitz sobre las funciones my s, son familiares a quien ha estudiado ecuaciones
diferenciales deterministicas.

4. Como P(t)Xes una solucién, el teorema de deexistencia asegura que esta solucién es UGnica.
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* 5. Noétese que la nocidén de invariante bajo similaridad se aplica a tres clases diferentes de objetos:
Funciones, conjuntos y propiedades.

* 6. Las columnas de P son los valores propios de A.

* 7. Este algoritmos se basa en el siguiente hecho:Si V satisface (A — Al)™ V=0, para algln entero m,
entonces la serie de gA-Mtys termina después de m términos.
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