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= RESUMEN

Para incluir modelos relativos a las decisiones financieras en condiciones
de incertidumbre, necesitamos extender la teorfa bésica incorporando los
entes adecuados.

Un primer paso en este proceso es una aproximacién a la Teoria de la
Utilidad. En ella, los objetos basicos son las loterias que representan si-
tuaciones de eleccién en condiciones de riesgo. Se presenta un conjunto
de axiomas para una teoria de la eleccién en condiciones de riesgo. Los
resultados de la teoria se pueden entender facilmente a partir de su inter-
pretacién geométrica.

Las aplicaciones a las finanzas requieren de una generalizacién de esa
teoria y de unos supuestos adicionales. Aquellas se presentan de dos

maneras: intuitiva y semi-formal.

Se presenta un modelo sencillo pero poderoso que incluye las principales

caracteristicas de otros modelos més avanzados.

m  ABSTRACT

To include models of financial decisions under uncertainty we need to

extend the basic theory incorporating adequate objects.

Utility Theory is a first approximation. The basic objects are lotteries that
represent situations of choice under risk. A set of axioms for a theory of
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choice under risk is presented. The results of such a theory can be easily

understood by their geometrical meanings.

The financial applications require a generalization of that theory and some

additional assumptions. They are presented in both intuitive and semi-

formal way.

A simple but powerful model is presented. It encompasses the main

features of more advanced ones.

= INTRODUCCION

Esta es una segunda parte de la introduc-
cién a las mateméticas de las finanzas.
La primera parte se encuentra en el nd-
mero 12 de esta revista, Semestre Econé-
mico, y a ella nos referiremos siempre

como “la primera parte”.

En la primera parte, que trata de los fun-
damentos en condiciones de incertidum-
bre, el punto de partida fue un conjunto
de axiomas para la eleccidn racional.

Acé daremos un segundo conjunto de
axiomas para la eleccién racional de un
individuo en un ambiente de riesgo.

Los axiomas que se presentaran corres-
ponden a una versién de los axiomas de
Von Neumann y Morgenstern.

Utilizaremos esos axiomas para construir,
de manera semi-formal una teorfa para la

toma de decisiones bajo riesgo.

Esta teorfa es fundamental no solo en fi-
nanzas sino también en otras ramas apli-
cadas que tratan con decisiones en con-
diciones de riesgo, como la teorfa de los
seguros y la ingenierfa econémica, y por
esto se tratard detalladamente, aunque no

de manera exhaustiva.

Después, aplicaremos los conceptos ba-
sicos de la teorfa a ciertos modelos finan-

cieros baésicos.

Dominar algunos campos de la interfase
matematicas-finanzas requiere de discipli-
na y cierto tiempo de dedicacién a am-
bas areas del conocimiento. Sin embar-
go, una vez que el lector haya comprendi-
do los conceptos que se presentan en esta
serie de articulos, puede, con entera con-

fianza, abordar otros més complejos.

En esta segunda parte también segui-
mos los lineamientos de Fama y Miller
(1972).
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PARTE |:

REPRESENTACION MATEMATICA DE
LAS NOCIONES RELACIONADAS
CON EL RIESGO

El aspecto més fundamental ahora es que
no se conoce con certeza cual de los po-
sibles resultados de una situacidén dada
ocurrira en el futuro. El maximo conoci-
miento que podemos tener acerca de la
ocurrencia de esos resultados es una dis-

tribucién de probabilidades.

Para comenzar, podemos asumir que la
distribucién de probabilidades es objeti-
va y todos los participantes del mercado
tienen acceso a ella o, por lo menos, pue-

den obtener estimaciones de ella?.

Con el fin de representar formalmente
la nocién de riesgo y caracterizar las ac-
titudes del Tomador de Decisiones (T.D.)
con respecto al riesgo, es necesario cons-
truir una teorfa, con sus axiomas, defini-
cionesy consecuencias, que nos sirva de
representacién para las situaciones
riesgosas y de la manera como se reac-
ciona ante ellas.

Debido al las limitaciones en cuanto a
extension de este articulo, no se haran
pruebas rigurosas de todos los resultados,
aunque se los trataré de justificar de la
manera mas clara posible. Los lectores

interesados en pruebas rigurosas pueden

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

encontrarlas en los textos y articulos de

las referencias bibliograficas.

Un constructo formal para la representa-
cion del riesgo

El tomador de decisiones (T.D) se enfren-
ta a un conjunto de alternativas que invo-
lucran riesgo. Cada una de esas alternati-
vas tiene un cierto niimero de posibles
resultados, mutuamente excluyentes, y
no se sabe con certeza cuél resultado ocu-

rrird, en el momento de tomar la decision.

Por ahora se estableceréd una teoria para
un nimero finito de resultados. Con cier-
tas complicaciones técnicas, la teorfa se
puede extender a conjuntos infinitos de

posibles resultados.

Loterias simples

Consideramos, primero, alternativas que
dan N resultados a los que es posible asig-

nar un valor numérico.
Ejemplo 1

Supongamos que usted hace la siguiente
inversién: Comprar N-1 unidades de un
bien perecedero® a $1.000, la unidad y quie-
re vender el maximo posible de estos a
$3.000 cada uno, dentro de un periodo fijo
de tiempo. Los que no se venden durante
ese periodo simplemente se desechan, asu-
miendo una pérdida de $1.000 por cada uno.
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Los N posibles resultados en términos de
utilidad monetaria serén: ~1.000 (N -1)(no
se vende ninguno), (-N + 4) 1.000, (se ven-
de 1), ..., 2000 (N-1) (se venden todos).

Si se conoce la distribucién de probabili-
dades del conjunto de posibles resulta-
dos, entonces se tiene lo que se llama en
la literatura de riesgos una loteria.

Este es precisamente primer elemento

tedrico para estudiar estas alternativas.

Definicién 1 (Loteria simple)

Una loteria simple es una lista doble L =

(r,r, ... r;p,P,...p)dondelosr,
i=1,...Nson los resultados numéricos
Yy P, P, ... Py las respectivas probabi-

lidades asociadas. Ademas, se supone

N
que Z Px =1 esdecir, el conjunto de posi-
k=1

bles resultados describe completamente

el fenémeno, y p, = 0para todo k.

Cuando p.= 1, para alglin j, se dice que la
loterfa es degenerada.

Loterias equivalentes

Dos loterias, no degeneradas, L, y L, son
equivalentes, si tienen los mismos resulta-
dos posibles y las mismas probabilidades
asignadas a cada uno de esos resultados.

Dos loterias degeneradas L, y L, son equi-
valentes, si los resultados seguros son
iguales.

En virtud de esta equivalencia, si r es el
resultado seguro, la loterfa se denotara
simplemente mediante L= (r ; 1), sin ha-
cer alusién a ninglin otro posible resulta-

doy se leeré “r se obtiene con certeza’.

Cuando se mencionan posibles resulta-
dos, con certeza, o recompensas, siempre
se supondran equivalentes a una loterfa
degenerada.

Una representacién simplificada y repre-
sentacién geométrica

Si se tienen claramente definidos los re-
sultados posibles, entonces la loteria se
puede representar utilizando Gnicamente
la distribucién de probabilidades y en este
caso se escribirfa como una lista simple:

L=(p, P, .. B.

Una de las ventajas de esta representa-
cién simplificada es la facilidad para in-
terpretacién geométrica.

Por ejemplo, el conjunto todas las posi-
bles loterias con dos resultados se puede
representar como el segmento de la recta
X +y =1, correspondiente al primer cua-

drante del plano XY.

Cada punto (x, y) corresponde a una lote-
ria especifica, en particular; los extremos
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del segmento corres-
ponden a las dos lote-
rias degeneradas. 4

De igual manera, el con- (0, 1)

junto de todas las posi-
bles loterias con tres re-
sultados se puede repre-
sentar como la porcién
del planox +y +z =1

que esta en el primer

Figura 1. Conjunto de todas las posibles loterias con dos resultados

(P p2)

octante. Cada punto en

este tridngulo corres-

i *
(1, 0) X

ponde a una loterfa es-
pecifica, en particular,
los vértices correspon-
den alas tres loterfas de-
generadas.

Loterias compuestas

Muchas veces se tiene que, por lo menos,
uno de los resultados posibles de una al-
ternativa lleva a una loterfa.

Por ejemplo, supongamos que usted tie-
ne $250.000 y le ofrecen la oportunidad
de inversién que se presenta en el ejem-
plo 1 con bienes perecederos y un perio-
do tiempo en seis meses y Ud. Dice: "Ok.
Esperemos al final de este mes. Si la tasa
de interés para los depdsitos a 6 meses
(DTF) sube un 0.5 %, entonces coloco este

En general, el conjunto de todas las loterfas posibles con N
resultados, L*, se puede representar como un punto en el

N-simplex* < de dimensién (N-1) >

Az{xz(xl,~~~,xN)eRiV:xl+x2+---+xN :1}

dinero en un depdsito a término (que pa-
garia, por ejemplo, el 2.5%) por ejemplo,
si no, entonces invierto en el negocio de
los bienes perecederos”.

Supongamos que la probabilidad de que
la tasa de interés suba 0.5 % es 0.4, se
piensan comprar 250 de esos articulos y
existe igual probabilidad de vender cual-
quier namero de ellos, entre 0 y 250, in-
clusive. En este caso usted se enfrenta a
una loterfa donde uno de los resultados
es participar en otra loterfa: La inversién
en los bienes perecederos.
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Estos casos se generalizan con la nocién de loterfa compuesta.

Figura 2. Conjunto de todas las posibles loterias con tres resultados
&
L
N (0,1.0) :
X
(1,0,0)

Ejemplo 2

En el ejemplo mencionado anteriormen-
te se tiene: L = (256.250, L,; 0.4, 0.6);
donde L,= (-250.000, -247.000, . . .,
500.000; 1/251, ..., 1/251).

Definicion 2

SiL, L, ... L sonloterias simples (algu-
nas, posiblemente, degeneradas) y si o,
o, ... 0, son probabilidades, entonces
la loterfa L= (L, L,, ..

se llama una loterfa compuesta’.

Loy, o, o)

Equivalencia de una loteria compuesta a
una loteria simple

SiL= L,L,. ..L;o, o, ..., 0)esuna
loteria compuesta yL=(@, 1, ... 1D,
p,, - .P) parai=1,2, .. k Laloterfa

simpleL = (r,,, ... Ty, Ty oo Ty - - T

v rNkk; p11’ e leI' e "pkl' Y kak)’
donde p, = o,. p, = P(Li) . P(r/L), es una
loterfa equivalente a L.

En general suponemos que cuando se tra-
ta de una loterfa compuesta, el T.D toma
sus decisiones basado en la loterfa sim-
ple equivalente. Este sera uno de los axio-
mas que se enuncian adelante.
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Ejemplo 3

L= (256.250, -250.000, -247.000, . . .,
500.000; 0.4, 6/2510, 6/2510/, . . .,6/2510)
es la loterfa simple que es equivalente a

la compuesta dada.

Relacion de preferencia para loterias

Una vez que se ha establecido un modelo
matematico para las alternativas que in-
volucran riesgo, el segundo paso es esta-
blecer la nocién de preferencia entre ellas.

Sea C un conjunto de todos los resulta-
dos posibles y sea L* es conjunto de to-
das las loterfas simples sobre C. Asumi-
mos que el T.D tiene una relacién de pre-
ferencia®, m definida en L* que es com-
pleta y transitiva, es decir, que satisface

los siguientes axiomas”:

Axioma 1 (Completitud)

Dadas dos loterfas cualesquiera de L*, L,
y L,, siempre es cierto uno y solo uno de
los siguientes enunciados:

A. L =nL, (el TD. prefiere L, a L))
B. L,xL, (el T.D. prefiere L aL)
C. L =L, (AITD. le es indiferente esco-

gerentre L, y L).

Axioma 2 (Transitividad)

SiL,mL,yL mL,, entonces L mL,

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

Axioma 3 (Continuidad)

Si el TD. prefiere las recompensar, a la re-
compensa r, y si prefiere r, a r,, entonces
existe una probabilidad ¢, 0 < ¢ < 1, tal
que le es indiferente escoger entre las dos

loterfas L= (r,; )y L, = (r,,r,; ¢, 1 -0).

37

Axioma 4 (Independencia)

Supdngase que el T.D es indiferente entre
las recompensas r, y r,. Sea r, cualquier
otra recompensa, entonces, para cual-
quier probabilidad ¢, 0 < ¢ < 1, le es indi-
ferente escoger entre las dos loterfas L,
=(r,r,:¢, 1-c)yL,=(r,r;c 1-0c.

Axioma 5 (Axioma de la probabilidad
desigual)

Supdngase que el T.D. prefiere la recom-
pensar, a larecompensar,. Entonces, en-
tre dos loterfas cuyos Ginicos resultados po-
sibles sonr, yr,, €l preferird aquella que ten-
ga una mayor probabilidad de obtener r,.

Axioma 6 (Axioma de la loteria
compuesta)

Si L es una loterfa compuesta y L, es la
loterfa simple equivalente, entonces al

T.D. le es indiferente escoger entre las dos.

Axioma 7 (Axioma de no saciedad)

Dadas dos recompensas r, y r,, tales que
r,>r, el T.D. siempre preferirdr ar,.
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Definicién 3 (Eleccién racional)

Si la preferencia T.D. satisface los ante-
riores axiomas, se dice de él que su elec-
cién es “racional”.

La Importancia del axioma de continuidad

De entre estos axiomas, el axioma de con-
tinuidad es clave en la descripcién de la
eleccidn en situaciones de riesgo®:

Para el T.D. es equivalente la situacion de
riesgo representada en la loterfa L, = (r , r,;
¢, 1 -¢)ylasituaciéon de certeza represen-
tada en la loterfa L (r,; 1). Esto implica que
el TD. esta dispuesto a aceptar el riesgo
para una cierta probabilidad de obtener la
mayor recompensa de las tres posibles
(ésta a su vez incluye la probabilidad de
obtener la menor recompensa).

Naturalmente, esta probabilidad depen-
de de los gustos personales del T.D., y de
su capacidad de absorber pérdidas, entre

otras cosas.

Ejemplo 4

A cierto individuo quien tiene disponibles
$1.000.000 en este momento le proponen
una inversién que le puede reportar en
total $2.000.000 (dobla su capital dispo-
nible) con una probabilidad de 0.6, o
$500.000 (reduce su capital disponible a
la mitad) con una probabilidad de 0.4.

Si él acepta, 0.6 es el valor de ¢, especifi-
cado por el axioma. Supongamos que él
no acepte; el axioma implica que si modi-
ficamos las condiciones de la inversion,
de tal manera que la probabilidad con que
él puede doblar su capital disponible (bajo
las mismas circunstancias) aumenta, en
algin momento se alcanzara un valor con

el que él aceptara invertir.

Utilidad en el sentido de Von Newmann
y Morgenstern

La probabilidad postulada por el axioma
de continuidad es clave en la nocién de uti-
lidad en el sentido de Von Newmann y Mor-

genstern que se define a continuacidn:

Definicién 4 (Utilidad de una recompensa)

Seanr, r r las recompensas

oy Ty Ty
ordenadas ascendentemente, asociadas
a m resultados posibles de una loterfa no
degenerada L. La utilidad de la recompen-
sar, (1 <i<M-1),u(r), el el valor q,0<q,
< 1, tal que el T.D es indiferente entre las
dosloterfas L, (r; 1)y L(r, r; 1-q, q). Por

definicion, ur)=0,u(r,) = 1.
Ejemplo 5

Refiriéndonos al ejemplo 4, para el indi-
viduo que acepta inmediatamente la pro-
puesta de inversién, la utilidad de
$1.000.000 es 0.6, mientras que las utili-
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dades de $2.000.000 y $500.000 son, res-
pectivamente 1y 0.

Si es necesario modificar las condiciones
de inversién de tal manera que para que
otro individuo acepte invertir, la probabi-
lidad de obtener $2.000.000 sea 0.85, en-
tonces esta probabilidad es la utilidad de
$1.000.000 para él. Es un individuo més
cauteloso con respecto al riesgo.

Definicién 5 (Funcién de utilidad)

La funcién que a cada recompensar, le asig-
na su utilidad, u(r) se llama la funcién de
utilidad del tomador de decisiones.

La definicién anterior se puede extender
al conjunto de todas las loterfas, L* de la
siguiente manera:

Definicion 6 (Forma de utilidad esperada
para loteria)

La funcién de utilidad U: L* — R tiene for-
ma de utilidad esperada si existe una
asignacion de nameros (u, ..., u ) alos N
posibles resultados, de tal manera que to-
da loterfa simplede L = (p,, .. ., p,) de L*
setieneque UL) =up,+ ...+ up,. (1

Una funcién de utilidad U: L* — R con la
forma de utilidad esperada se llama fun-
cion de utilidad esperada de Von
Neumann y Morgenstern.

Lema 1 (Linealidad de la funci6n
de utilidad esperada)

Una funcién de utilidad U: L* — R tie-
ne forma de utilidad esperada si y so-
lo si es lineal, es decir, siy solo si, pa-
ra todo conjunto de k loterfas, L, . . ., L,
de L* y toda distribucién de probabi-

lidades (o, ..., @), 0,20 y 20 =1
k k

satisface U Zaij ZZO‘J‘U(LJ).(Z)
= =

Definicion 7 (Extension de la funcién de
utilidad del T.D. para loterias de L*)

Si u es la funcién de utilidad del T.D. y
siL=(r,...r;p,...p,) lautilidad
de L con forma de utilidad esperada,
U(L) se define mediante:

UL = E@@) =Y pun) (3

El teorema de la utilidad esperada
Teorema 1

Si la relacién de preferencia del T.D. satis-
face los axiomas 1-6, entonces existe una
funcién de utilidad, U, definida en L* . Esta
funcién de utilidad caracteriza la preferen-
cia entre loterfas dos loterfas L, y L, de L*
de la manera siguiente:
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- L L siysolosiU(L,) < U(L)
- L,mL siysolosiUL) < U(L)

- L,=L,siysolosiU(L,) = U(L)

Invariancia de la preferencia bajo ciertas
transformaciones afines® de la utilidad

De acuerdo con la definicién 4, el mejory
el peor resultados de una loterfa tienen
utilidades 1 y 0, respectivamente. No es
necesario que tengan estos valores, dado
que transformaciones afines de la utilidad
preservan la preferencia, como lo enun-

cia el siguiente lema.
Lema 2

Dada una funcién de utilidad cualquiera
u = u(x), definase v = v(x) mediante v(x) =
a. u(x) + ¢, donde a > 0. Entonces, dadas
dos loterias cualesquiera L, y L, , el T.D.:

I. Preferird L a L, usando v siy solo si

prefiere L, a L,, usando u.

2. Sera indiferente entre L, y L, usando
v, si y solo si, es indiferente ante las
dos usando u.

Justificacion

SiL =(r,r,. .. .1yP, Py .. PJYL, =
(S,,S, ... 84, Ay -4, es facil com-
probar que E(V(Ll)) =a.E(u(l))+ ¢ yEWM(L,))
=a.E(u(L,))+ c (a >0). Porlo tanto, E(v(L,))

2 1

> E(v(L) siy solo si E(u(L)) > E(u(L,) y
también E(v(L,)) = E(v(L,) si y solo si

E(u(L)) = E(u(L)).

1 2

Utilidad para el resultado de una loteria
degenerada

En la definicién 4, se establecid la nocién
de utilidad para los posibles resultados
de una loterfa no degenerada. En es caso
de una loterfa degenerada (o simplemen-
te recompensas con certeza), para ser con-
sistentes con el Teorema de la Utilidad
Esperada y con el axioma de no saciedad,
conviene definir la utilidad del Gnico re-
sultado plausible como igual a la unidad.

Obtencion de la funcién de utilidad de un
individuo dado

Como la preferencia entre loterias esta
basada en la funcién utilidad del T.D. re-
lativa a las recompensas, un aspecto muy
importante es el establecer una metodo-
logfa para obtener la funcién de utilidad

de un individuo.

En teoria es posible obtener esta funcién
por medio de una “entrevista” en la que
se le hace al T.D. una serie de preguntas
para descubrir las utilidades de cada uno
de los resultados posibles de una loteria
dada y luego extrapolar los valores de la
funcién para valores no contenidos en

ese conjunto de resultados.
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El lector interesado puede consultar los
textos de Raiffa y Winston, citados en la
bibliografia, entre otros.

En el resto de este articulo, en aras de la
simplicidad, supondremos que la funcién
de utilidad del T.D. es conocida o que es
facil de obtener.

Actitudes de los individuos con respecto
al riesgo

Cuando se observa la conducta de los in-
dividuos con respecto al riesgo se pue-
den encontrar tres tendencias: Aquellos
que buscan el riesgo (literalmente, apos-
tadores), aquellos que huyen del riesgo
(clientes potenciales para las compafias
de seguros, que necesitan de un incenti-
VO para tomar riesgos) y aquellos que pre-

sentan una conducta intermedia.

La funcién de utilidad de un indivi-

Los fundamentos matemaéticos: teorfa de las finanzas 1 33

Justificacion

L =L, siysolosi, UL,) = E(u(L,) = U(L,)
= E(u(L,)), donde u es la funcién de utili-
dad del T.D. Ahora, para todo o, a U(L,) +
(I - U(L,) =U(L) + (1 -0) UL, = U(L,),
donde por la linealidad de U se tiene que
Ule L, + (1-a) L) = U(L,), es decir, o L,

+(l-a)L, =L,
Interpretacion geométrica

Geométricamente, la proposicién se pue-
de interpretar de la siguiente manera: Si el
T.D. es indiferente entre dos loterfas, L, y
L, de L*, entonces es indiferente entre L, y
cualquier combinacién convexade L, y L.

En la figura 3, suponemos, sin perder ge-
neralidad, que la recompensa asociada al

punto R es mayor que las otras dos.

duo se puede usar para caracte-
rizar este tipo de conducta, co-
mo se muestra a continuacion.

Como primer paso, se estable-
cerad una proposicién importan-
te en cuanto a la indiferencia en-

tre loterfas.

Proposicidn

SiL, =L, entonces para
todo o € [0, 1] se tiene que
ol +(-L,=L,

Figura 3. Lineas de indiferencia en el simplex L.*.
La recompensa asociada a R es la mayor

[Direecion de
Crecimento de [a
Preterencia

Rilh, 0, 1)

QU0 1,0

Prl. 0, Oy

e
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En virtud del axioma de la probabilidad
desigual, y del axioma de no saciedad, el
T.D prefiere la loterfa degenerada corres-
pondiente a R a las loterfas degeneradas
correspondientes a P y a Q. Ademaés, él
prefiere cualquier loterfa no degenerada
en el segmento PR a la loterfa correspon-
diente a P Adicionalmente, el T.D preferi-

ra P2aP1.

En el segmento QR se presenta una situa-
cién parecida y el T.D. prefiere Q, a Q.

Esto establece una direccién de “creci-
miento de la preferencia”, a saber, la di-

reccién hacia el punto R.
Un ejercicio

A manera de ejercicio para el lector aten-
to: Sea S un punto intermedio en el seg-
mento PQ, compruebe que el T.D. prefiere
la loterfa de R a la de S. Ademas, com-
pruebe que, dadas dos loterias en el seg-
mento SR, el T.D preferiré la que esté méas
cerca del punto R.

Esta es una forma de probar lo afirmado
acerca de la direccién de “crecimiento de
la preferencia” y de comprobar que el lec-

tor realmente comprende este tema.

En virtud de la proposicion, el T.D es indi-
ferente ante las loterfas en el segmento
P Q,, asi también como lo seré ante las

loterfas en cualquiera de los otros seg-

mentos como P Q,. Ademas, prefiere cual-
quier loterfa en P Q, a cualquiera otra en
PQ,.

Los dos tipos de funciones de utilidad

Es importante resaltar la diferencia entre
la funcién de utilidad del T.D. con respec-
to a recompensas y la extension de ésta a

las loterias en general.

La primera es una funcién definida en el
conjunto de las recompensas y extensi-
ble a los niimeros reales. Generalmente,
se le designa bajo el nombre de funcién
utilidad de la riqueza. Esta no es, en
general, lineal, pero, en virtud del axioma

de no saciedad, es una funcién creciente.

La segunda es una funcién definida en
el simplex de las loterfas y es lineal. A
veces se le llama simplemente utilidad
esperada.

Equivalente en condiciones de certeza
de una loteria

En la figura 3, las loterfas en P, Q, son equi-
valentes porque tienen igual utilidad
(esperada) U(L)= p,u(r,) + ...+ p ulr),
donde u es la utilidad sobre las recom-
pensas.

Ahora, en virtud del teorema de la utili-
dad esperada, si K es un ntmero real tal

que u(K) =p,u(r) +...+p ulr)yL es la
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loterfa degenerada, definida mediante
L, = (K1), entonces el T.D. es indiferente
entre cualquiera de las loterfas de P Q, y
L . Aeste Kse le llama el equivalente en
condiciones de certeza de cada una de

esas loterias.

Definicion 8 (Equivalente en condiciones
de certeza)

El equivalente en condiciones de certeza
de una loterfa L, EC(L) es el nimero K tal
que el T.D. es indiferente entre las dos lo-
terfas Ly L= (K; 1).

Definicion 9 (Prima de riesgo)

Si E(L) es el valor esperado de los resul-
tados de la loterfa L, la prima de riesgo
de L, PR(L) se define como PR(L) = E(L) —
EC(L). (4)

La prima de riesgo se puede usar para
caracterizar la actitud hacia el riesgo, de

la siguiente manera.

Definicion 10 (Actitudes del T.D. hacia
el riesgo)

EITD.

1. Siente aversion hacia el riesgo si
para toda loterfa no degenerada L,
PR(L) >0.

2. Es amante del riesgo si para toda
loteria no degenerada L, PR(L) < 0.

Para quien siente
aversion hacia el
riesgo, el equivalente
de certeza de una
decisién riesgosa
(Loteria L) es menor
que la recompensa
esperada.

3. Es neutral ante el riesgo si para toda
loterfa no degenerada L, PR(L) = 0

Significado de las actitudes

Para quien siente aversién hacia el ries-
go, el equivalente de certeza de una deci-
sién riesgosa (Loteria L) es menor que la
recompensa esperada. Asi, si esa decisidon
es la Unica viable, él estarfa dispuesto a

pagar la prima de riesgo, PR.

Actitud hacia el riesgo y concavidad de la
funcion de utilidad de la riqueza

En este punto, es importante recordar las
nociones de concavidad y convexidad de

funciones:

Una funcién real, f, es convexa (céncava
hacia arriba) en un intervalo I si para todo
par de puntos x, y x, de I, y todo o, con 0
<o < 1,setiene que f(oux, + (1 -a)x) <
o f(x,) + (1- o) f(x,). ot (5)


http://www.iteksoft.com/pdf-creator/
http://pdf.iteksoft.com/pdf-writer/

1 36 Semestre Econdmico

Geométricamente, esto significa que el
segmento de recta con extremos (xl, f(xl))
y (x,, f(x,)) esté por encima de la gréfica de
fenl.

Una funcién real, f, es concava (céncava
hacia abajo) en un intervalo I si para todo
par de puntos x, y x, de I, y todo o, con 0
<o <1,setieneque flox, + (1 -a)x,) >
o. f(x,) + (1- o) f(x,). o (6)

Geométricamente, esto significa que el
segmento de recta con extremos (xl, f(xl))
y (x,, f(x,)) esté por debajo de la gréfica de
fenl.

Si las desigualdades en la definicién se
cambian, respectivamente por ‘<’y ‘>,
entonces se tienen las definiciones de
funcién estrictamente convexa y estric-
tamente céncava.

Las funciones céncavas y convexas en un
intervalo I son siempre continuas en [ (aun-
que no necesariamente derivables). Cuan-
do estas funciones tienen derivadas de
segundo orden, continuas, entonces se
pueden caracterizar utilizando algunos
resultados del célculo elemental.

La relacién entre la concavidad de la fun-
cién de utilidad de la riqueza del T.D. y su
actitud hacia el riesgo es una consecuen-
cia directa de la siguiente desigualdad:

Ulises Carcamo C.

La desigualdad de Jensen

Sif es una funcién convexa en |, X\ Xy oo
X_son valores arbitrarios de ly o, o,

o, son valores no negativos tales que

n
Zak =1 entonces
k=1

f[iak.xk]ﬁ iak.f(xk). (7)

Como consecuencia de éste, se puede
establecer el equivalente para una funcién

cdncava:

Si g es una funcién céncava en I, x,, X,
. X_son valores arbitrarios de Iy o, o,

. 0, , son valores no negativos tales que

n
Zak =1 entonces
k=1

g(ZaMk J > o,.8(x,) (8)
k=1 k=1

Ahora h es una funcién afin, del tipo h(x)
= a.x +Db, entonces es de ambos tipos,
cdncava y convexa al mismo tiempo. En

este caso se tiene que
i{Zak X, J =Y o h(x,) (9
k=1 k=1

Las relaciones entre desigualdad de Jen-
sen, con la definiciones de prima de ries-
go y actitudes hacia el riesgo se resumen

en el siguiente teorema.
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Teorema 2 (Caracterizacion de la actitud
hacia el riesgo mediante u)

Sea u la funcién de utilidad de la riqueza
del T.D., entonces, el T.D:

1. Siente aversion hacia el riesgo si
u = u(x) es estrictamente céncava.

2. El amante del riesgo si u = u(x) es

estrictamente convexa.

3. Es neutral hacia el riesgo si la gra-

fica de u = u(x) es una linea recta.

Ayudas para la prueba del teorema

SealL=(r,r,...,1,;p, D, ... P )una lote-

N
rfa cualquiera de L*, FZE(L)Zzpkrk .

k=1

N
EC(L)= Ksiy solo si, u(K) :2 ppu(r) .

k=1

u es estrictamente creciente en virtud del

axioma de no saciedad.

Si u es estrictamente cdncava entonces,
por la desigualdad de Jansen, se tiene que

u(F) =u(E(L)> Y pai(r) luego, el va-

N
lorK tal que #(K)= 2 Pit(1) satisface
k=1

K < F=E(L) , pero K = EC(L) y por lo
tanto PR(L) >0.

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

Si u es estrictamente convexa enton-

ces, por la desigualdad de Jansen,

u(r) =u(E(L) <Y piat(ry)  luego, el va-

N
lor K tal que #(K) :Zpk u(r) satisface

k=1
K> 7=E(L), peroK= EC(L)y por lo tan-
to PR(L) < 0.

Siu=ax+ b,a >0, entonces
N
”(F)ZU(E(L)):Zpk-u(rk) y K= 7,
k=1

y por lo tanto PR(L) =0.

Obsérvense las figuras 4 y 5.

Neutralidad ante el riesgo y el valor
esperado de las recompensas

Uno de los resultados més importantes de
esta teoria es que los individuos neutrales
ante el riesgo toman sus decisiones basa-
dos en el valor esperado de las recompen-

sas, es decir “ignorando la utilidad”.

Las funciones céncavas
y convexas en un
intervalo | son siempre
continuas en | (aunque
No necesariamente
derivables).
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Figura 4. Funcidn de Utilidad de Rigueza para T.D. con Aversion al Riesgo

£
Lr)
]
kz;px-'-“:rl ] -
r EC{L) r I
. . . 1 b
Para ver esto claramente, supongamos que rencia. En particular, siA= —yB = ——,
a a

el TD. es neutral ante el riesgo y que su
funcién de utilidad esta dada por u(x) =
ax + b, donde a > 0 (la funcién es cre-
ciente). En virtud del lema 2, cualquier
transformacién afin de u, v(x) = A.u(x) +
B, con A >0, utilidad preserva la prefe-

v(x) = x. Asf que, siL=(r,, .. ., r;p, - .
.py), EulL) =rp +rp,+...+1p, .

Esto significa que la preferencia del T.D.
entre loterfas se basa en sus valores es-
perados.

&

H
2puln)

uf) -

Figura 5. Funcion de Utilidad de Riqueza de un T.D. Amante del Riesgo

L J
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Aspectos importantes de las funciones
de utilidad (de la riqueza)

Como todas estas funciones son crecien-
tes, entonces si son derivables, la utilidad

marginal es siempre positiva.

Los que son neutrales con respecto al ries-
go tienen la misma utilidad marginal para
todos los niveles de riqueza. Asi, si su ri-
queza w, aumenta en Aw, el cambio abso-
luto en la utilidad es igual al que experi-
mentaria si su riqueza disminuye en Aw.
Lo Gnico que varfa es el signo en el cam-
bio de la utilidad (ver figura 7).

Para los que sienten aversion al riesgo esta
situacién es diferente, a saber, el cambio
absoluto en la utilidad producido por un
incremento en la riqueza Aw, es menor que
el cambio absoluto producido por una dis-
minucién en la riqueza de la misma mag-

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

nitud Aw, el efecto es mas grande en una
pérdida que en un aumento. Aunque la uti-
lidad marginal es positiva, decrece con la
riqueza. Es decir, aunque la utilidad crece
con la riqueza, a medida que esta Ultima
aumenta, el crecimiento es cada vez mésy
mas lento (ver figura 6).

Supongamos que actualmente la riqueza
del T.D. es wy que existe una loterfa L (sin
ninglin costo) tal que con igual probabili-
dad el T.D. puede obtener w + Aw 6 w -
Aw. De acuerdo con la concavidad estric-

1 1
ta, 5u(W—Aw)+§u(w+Aw) < u(w), en-

tonces el equivalente de certeza de L,
EC(L) = K es menor que w. Asi, si L fuera
la Gnica loterfa disponible, el T.D. estarfa
dispuesto a pagar hasta w — K por una pri-
ma de un seguro que le evitara enfrentar
la loterfa y le asegurara la riqueza K (ver

Figura 6.1).

!J:'-‘n-' t '!.WII

ww - Aw)

Figura 6. Efecto del Aumento o la Disminucion de la Riqueza en la Utilidad.
Aversion al Riesgo

uiw )

w W A
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Figura 6.1. Equivalente de Certeza de la Loteria L. Aversidn al Riesgo

Llw]

W, =W

Aw

e L

]

Wo =W+ AW

Aversion al riesgo y primas de riesgo
(Una visibn mas general)

Para generalizar un poco mas sobre el as-
pecto anterior, consideramos la variable
aleatoria R, relacionada con los posibles
resultados de una loterfa. Una loterfa (o
juego) es actuarialmente justa si el va-
lor esperado es cero, E(R) = 0'°.

Si U es estrictamente cdncava, y L es jus-
ta, entonces E(L) = E(u(w + R)) < u(E(w +
R)) = U(W) y por lo tanto el T.D. tratara de
evitar participar en la loteria.

Esto tiene dos implicaciones importantes,
bastante relacionadas, pero diferentes:

Primera:

Para convencer a un T,D. que siente aver-
sién hacia el riesgo de participar en la lo-

terfa justa, es necesario ofrecerle una pri-

ma de riesgo, I1_que compense los efec-
tos negativos de participar. Es decir, IT,
debe satisfacer E(u(w + I+ R)) = u(w).
(Ver figura 6.2)

Segunda:

Para evitar tener que participar en la lote-
ria, el T.D. con aversién hacia el riesgo
estarfa dispuesto a pagar una prima de
seguro de riesgo, I, que lo proteja de los
peores posibles resultados de la loterfa.
Es decir, I1, debe satisfacer E(u( w + R))
=u(w-IL).

La segunda implicacién estéd més relacio-
nada con los seguros. De hecho, IT_, es el
valor justo de la prima de seguro que le
evita participar en la loterfa y correspon-
de exactamente al concepto de prima de
riesgo de la definicién 9.
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Figura 6.2. Prima Compensatoria del Riesgo

ufw + 1LY

L w

Ffulu+ Ry

EC({L W w + [,

La primera implicacion es méas importan-
te en finanzas. I1_corresponde al retorno
adicional o retorno extra que se espera de

los activos que implican riesgo.

Una medida de la aversion al riesgo

En muchos casos cuando se sabe que dos
individuos sienten aversién al riesgo es in-
teresante poder comparar su grado de aver-
sién, es decir, tener alguna medida que indi-

que “quién siente mas aversién al riesgo”.

Intuitivamente es obvio (y el lector puede
comprobarlo con un grafico adecuado y los
conceptos vistos hasta ahora) que esta
medida esta relacionada con la concavi-
dad de la funcién de utilidad de la riqueza
u 'y, por ende, con u”(w) para una funcién
dos veces derivable. Sin embargo, u”(w) en
sf misma no es una buena medida, dado
que no es invariante ante transformacio-

nes afines del tipo y = a.x+b, con a >0.
Una medida adecuada es el coeficiente

definido a continuacion.

Definicién 11 (Coeficiente de aversion
absoluta al riesgo)

Si u = u(w) es una funcién de utilidad de
la riqueza, dos veces diferenciable, el co-
eficiente de Arrow-Pratt de aversién ab-
soluta al riesgo en w, se define mediante
u'(w)

r,(w,u)=-— a Ow)

Para comparar la aversion al riesgo de dos

individuos se puede utilizar la siguiente

definicién:

Definicion 12 (Comparacion de aversiones
al riesgo)

Dados dos individuos A y B con aversién
al riesgo y con respectivas funciones de
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utilidad de la riqueza u, y u,, se dice que A
siente més aversion al riesgo que B si r,(w,

uy) >r,(w,u,).

Se puede demostrar que la definicién an-
terior es equivalente a decir que, para toda
loteria L, los respectivos equivalentes en
condiciones de certeza de L satisfacen
EC(L, u)) < EC(L, u,).

Se deja como ejercicio para el lector sufi-
cientemente interesado el justificar esta
equivalencia.

Funciones de utilidad de la riqueza en el
mundo real

Es importante resaltar que la clasificacién
de los T.D. de acuerdo con su actitud ha-
cia el riesgo es solo aproximada. En la
practica es posible encontrar funciones de
utilidad que son una mezcla de convexi-
dad y concavidad. Cuando las posibles
pérdidas de una loteria son bajas en rela-
cién con el nivel usual de riqueza de un
individuo, éste se comporta como aman-
te del riesgo. Sin embargo, cuando las
potenciales pérdidas exceden tal nivel,
éste muestra aversion al riesgo.

De hecho, la casi totalidad
de los que se comportan
como apostadores
rapidamente se arruinan.

Ulises Carcamo C.

Geométricamente, esto significa que exis-
te un punto que define un cambio en la
concavidad de la funcién de utilidad.

Teniendo esto en cuenta, muchos autores
aplican el adjetivo glebpal (o el adverbio
globalmente) cuando se refieren a los indi-
viduos que tienen una sola forma de con-
cavidad en la funcién de utilidad de la ri-
queza. Por ejemplo, el T.D. es globalmente
contrario al riesgo si su funcién de utili-
dad es estrictamente céncava.

También es posible que, a medida que la
situacién econémica de un individuo cam-
bia con el tiempo, su funcién de utilidad
cambie. Es decir, a medida que su riqueza
aumenta, él puede considerar ‘insignifi-
cantes’ pérdidas que antes no podia ab-
sorber.

Por ejemplo, si por alguna circunstancia,
el T.D. pasa de ganar un salario minimo a
cinco salarios minimos, una pérdida del
20% de un salario minimo cambia de efec-
to. En el primer caso es desastrosa, en el
segundo caso puede significar solo abs-

tenerse un poco de bienes suntuarios.

A pesar de esto, cuando se trata de fi-
nanzas del mundo real, el supuesto usual
es que el inversionista siente aversion
hacia el riesgo y que su funcién de utili-
dad, durante cierto horizonte determina-
do es fija y estos supuestos funcionan

bastante bien.
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Figura 6.3. Prima de Seguro Contra el Riesgo. r_ es el peor
resultado posible de la loterfa

i st g S e 3
)
Efulw + R)}
— [
Ui T b L 7
Ir,. ECIL W
De hecho, la casi totalidad de los que se de inversiones de alto riesgo, ésta es la
comportan como apostadores, rapida- excepciéon y no la regla. Si fuera tan nor-
mente se arruinan. mal hacerse millonario de esa manera, por
lo menos la mitad del mundo lo serfa y nin-

Aunque a veces vemos en algin best seller guno de esos manuales para hacerse mi-
que fulano o zutano se hizo millonario gra- llonario serfa un best seller. Son best sellers
cias a su pasién hacia el riesgo o a su habi- porque muestran hechos extraordinarios,
lidad para apostarle a valores esperados es decir, fuera de lo comdn.

Figura 7. Efecto del Aumento o Disminucién de la Riqueza
en la Utilidad. Neutralidad Ante el Riesgo

UlW + AW} /

uiw)

uiw - Aw]
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PARTE I

APLICACION A LA TEORIA DE LAS
FINANZAS

El Problema Consumo-Inversion en
condiciones de incertidumbre

El problema general de consumo e inver-
sién en condiciones de incertidumbre se

puede plantear de la manera siguiente:

Un individuo necesita hacer decisiones
del tipo consumo- inversion en cada uno
de T puntos del tiempo durante su vida.

En el primer punto, él tiene disponible
una riqueza w,, que debe repartir entre
consumo durante el primer periodo, ¢, y
e inversién h; = w -c, durante ese mis-
mo periodo. Al comienzo del segundo
perfodo el nivel de riqueza esW, = h (1+
R) = (w, -c) (1 +R)(10), donde las letras
minUsculas representan cantidades fijas
o valores conocidos, mientras las letras
mayUsculas representan variables alea-
torias. R, es el retorno por un perfodo, al
comienzo del periodo 2 por cada unidad
monetaria invertida a comienzos del pe-
riodo 1.

Como, en general, R, es una variable
aleatoria, W, también lo es.

A comienzos del periodo 2, W, se divide
entre consumo e inversidn y el proceso se

repite hasta el perfodo 1 en el que la tota-
lidad de la riqueza disponible w_se con-
sume y cualquier herencia a legar se con-
sidera consumo en este Gltimo periodo.

Se tiene asi una sucesion de T consumos,

Ct= (€, ¢, .. C).

T

Se supone que el individuo deriva satis-
faccién Unicamente mediante consumo,
es decir, la mera acumulacién de riqueza

no produce satisfaccién.

El principal objetivo consiste en delinear
una estrategia de consumo-inversién que
maximice el nivel de satisfaccién que se

espera en el tiempo de vida del individuo.

Para atacar este problema se hace uso de
la llamada Hipétesis de la Utilidad Es-
perada.

En términos generales, ésta establece
que cuando el T.D. se enfrenta a situa-
ciones de incertidumbre en las que exis-
ten varias alternativas de accién, cada
una con su propia distribucién de pro-
babilidades para los posibles resultados,
él se comporta como si a cada resultado
posible le asociara una utilidad (de acuer-
do con una cierta funcién de utilidad de
la riqueza, interna) y entonces escogiera
la accién que produce la méaxima utilidad
esperada.

El desarrollo formal de las bases de este
modelo ya se hizo en la parte I. A este


http://www.iteksoft.com/pdf-creator/
http://pdf.iteksoft.com/pdf-writer/

modelo nos referiremos en adelante
como el modelo, independiente del
tiempo, de la utilidad esperada de la
riqueza.

Re-interpretacion de los axiomas

Para aplicar los resultados obtenidos an-
teriormente, y en analogfa con la primera
parte, el primer paso es re-interpretar los
axiomas de la eleccién bajo incertidum-

bre en términos de las sucesiones C.

Los posibles resultados o ‘recompensas’
son ahora, esas sucesiones de consumos
y las loterias estan definidas en términos
de las sucesiones y de las probabilidades
asociadas.

El axioma de no saciedad se reinterpreta

de la siguiente manera:

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

Considerando el consumo en otros periodos
como constante, en un periodo cualquiera
dado, el T.D. prefiere mds consumo a me-
nos consumo.

Esta re-interpretacion de todo el sistema,
en términos de las sucesiones C_implica
que las preferencias del T.D. se pueden
representar mediante una funcién de uti-

).

lidad u(C) =ulc,c,...c

T

El axioma de no saciedad implica que la
utilidad marginal del consumo en cual-
quier periodo es positiva. Ademés, en ana-
logfa con en el modelo, independiente del
tiempo, de la utilidad esperada de la ri-
queza, la estricta concavidad, la estricta
convexidad y la concavidad-convexidad
de la funcién de utilidad u(C), implican,
respectivamente, aversién hacia el riesgo,
tendencia hacia el riesgo y neutralidad
hacia el riesgo.

Para ver esto, consideremos el caso de dos sucesiones de consumos
Ci=(cl,ch,yct) y C:=(c],c;,-+,c}) vy laloterfa no degenerada

L =(C.,C}al-o.

1. Si u es estrictamente cdncava, se tiene que
u(oe, +(1—a)c} +--+ocl +(1—a)c?) > au(e), - )+ (L—au(c!,+,cl),
es decir, u(aC} +(1-a)C?) > ou(C))+(1—a)u(C?). Por tanto, la utili-
dad del valor esperado de las ‘recompensas’ es mayor que el valor es-
perado de las utilidades de las ‘recompensas’. Dado que u es creciente,
el equivalente de certeza de L es menor que el valor esperado de las

recompensas. Es decir, el T.D. siente aversién al riesgo.
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2. Si u es estrictamente convexa se tiene que
u(oe! +(1—a)e! +-+act +(1-a)c?) < ou(c),---,c)+(1—a)u(c] -+ c?),
es decir, u(aC!+(1-a)C?) < ou(C))+(1—0o)u(C?) . Por tanto, la utili-
dad del valor esperado de las ‘recompensas’ es menor que el valor es-
perado de las utilidades de las ‘recompensas’. Dado que u es creciente,
el equivalente de certeza de L es mayor que el valor esperado de las
recompensas. Es decir, el T.D. es amante del riesgo.

3. Siux) =ax +b, u(@C!+(1-a)C})=ou(Cl)+(1-a)u(C?) y por lo tan-
to el equivalente de certeza de la loterfa L es igual al valor esperado
de las recompensas. Esto significa que el T.D. es neutral ante el riesgo.

La justificacién para una loterfa con mas de dos resultados tiene la misma forma.

Conservacion de la concavidad en cada uno 2. Todos los activos para inversién son

de los perfodos infinitamente divisibles, es decir, es

Es muy importante hacer énfasis en el si- posible adquirir cualquier fraccién de

guiente hecho: La aversién al riesgo (o la estos.

complacencia con el riesgo) en la funcién 3. Los consumidores tienen libre acce-
u = u(C) implica la aversién al riesgo (o so a toda la informacién que les per-
la complacencia con el riesgo) con respec- mite estimar las distribuciones de pro-
to a cualquiera de las componentes ¢, babilidad.

k=1,2, ... 1. Esdecir, manteniendo las

, 4. No hay costos de transaccién ni im-
demés componentes constantes, u es una

L j puestos.
funcién céncava (o convexa) de C,, para

cada uno de los periodos. Insuficiencia del principio de la utilidad

. esperada en el caso general
Suposiciones para un mercado perfecto

. o o En principio, el modelo de la utilidad es-
Consideremos las siguientes suposicio- . iy
perada es una teorfa completa de eleccién

nes para un mercado perfecto: . ) . o
p p en condiciones de incertidumbre: El indi-

1. El T.D. (consumidor) puede comprar viduo examina cada posible alternativa de
tanto como quiera de un activo para consumo-inversién y selecciona aquella
inversidn sin afectar el precio de éste. que maximiza la utilidad esperada.
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En la préctica de las finanzas esto no fun-

ciona por dos razones principales:

1. Lasalternativas de consumo-inversién
son de hecho infinitas asf que es im-
posible examinar todas las distribu-

ciones de probabilidad.

2. El modelo de la utilidad esperada, de
por si no tiene suposiciones veri-
ficables acerca de la conducta del con-
sumidor.

Para hacer que este modelo sea practico
se necesita darle més estructura al pro-
blema.

Una forma de lograr esto es simplificar el
problema de tal manera que para el T.D. es
posible representar sus oportunidades de
inversién en términos de promedios y una
medida de dispersién, por ejemplo, la
varianza o la desviacién estandar, de los

retornos de los portafolios de inversion.

En estos casos nos interesa la situacion
en la que, dado un presupuesto a invertir,
el individuo puede clasificar un portafolio
con respecto a otros portafolios utilizan-
do Gnicamente dos pardmetros de la dis-
tribucién del retorno del portafolio e igno-
rando otros aspectos de la distribucion.

En estos casos se dice que el modelo es
un modelo de portafolio con dos
parametros.

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

En particular, este modelo es de una gran
exactitud cuando los retornos de los
portafolios tienen una distribucién nor-
mal. Los resultados del modelo, con mo-
dificaciones, se pueden aplicar aun en si-
tuaciones en las que esta suposicién de

normalidad no es aceptable.

El modelo de un periodo y dos parametros'!

Una simplificacién del modelo de dos
pardmetros se da en el caso de un solo

periodo.

Son supuestos de este modelo los si-
guientes:

1. EITD. (consumidor) se comporta como
si quisiera maximizar la utilidad espe-
rada a partir de la funcién u(c,, c,), que

es creciente y estrictamente céncava.

2. Las derivadas parciales de u existen
para todos los pares (c, c,).

3. Los retornos de un periodo de los
portafolios de inversién disponibles

tienen distribuciones normales.

Se supone que el
individuo deriva
satisfaccion Unicamente
mediante consumo, es
decir, la mera
acumulacion de riqueza
no produce satisfaccion.
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Algunas consecuencias de los supuestos

u(c,,c,) 50 , du(c,,c,) 0 )

En virtud del crecimiento, se tiene que - B
1 2

es decir, los consumos marginales son siempre positivos.

En virtud de la concavidad estricta, se tiene que para dos pares de puntos
distintos (c},c) (c3,c2) v setiene que u(arc] +(1 - ) ok +(1-a)ed)>

au(c),cd)+ (1 —o)u(c’,ci), paratodootalque 0 < o <1.

Sea R es el retorno de un periodo del portafolio p, donde R, ~ N(u,0)

entonces, si se invierten (w - ¢ ) en p a comienzos del periodo, el consu-

mo al final del mismo serd C, = (w,-c ) (1 + R) donde C, ~N( 1+ u.)

(Wl _cl)a6~(W1 _cl)) 2 (12).

Relaciones entre la utilidad, el retorno
esperado y la desviacion estandar
del retorno

Veamos primero mediante argumentos
intuitivos, como, dado el consumo inicial
¢, la inversién total (w ~c)), y la normali-
dad de los retornos de un perfodo, la uti-
lidad del consumidor que siente aversién
ante el riesgo es una funcién creciente de

wy una funcién decreciente de o:

Primero

Si (w,- ¢)y G son constantes y | se
incrementa, digamos, hasta p,, la nor-
malidad de R, implica que la distribu-
cién de C, desplazd su centro desde
(I +Ww(w -c)hasta(l +p)w-c), ala

derecha. Esto significa que la posibilidad
de obtener retornos més altos aumenta.

La marginalidad positiva de la utilidad
asegura que, otras cosas iguales (en par-
ticular ¢, y 6), el consumidor (T.D.) prefe-
rird mayor valor esperado a menos va-
lor esperado, es decir, la utilidad aumen-
ta con el valor esperado del retorno (ver
Fig. 8).

Segundo

Otras cosas iguales, particularmente c, y
W, un incremento en la desviacién estén-
dar, digamos de ¢ hasta 6, representa un
aplanamiento en la funcidon de densidad.
La probabilidad de retornos altos al final

de perfodo aumentan, pero de igual ma-
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Figura 8. Desplazamiento de la Densidad del Consumo al Final del Periodo

[, et [ B S TH: |:d'||-l:._-|'ll|_,|:

nera, por la simetria de la distribucién, la
probabilidad de muy bajos retornos tam-
bién aumenta y en la misma proporcio-
na. Por el andlisis asociado con la figura
6.1, sabemos que el consumidor tratara
de evitar esta situacion, es decir, la utili-
dad disminuye con la desviacién estandar.

Portafolios LL(R), o(R) eficientes

Consideremos la variable aleatoria R, que
representa el retorno, en un periodo, del
portafolio p. Sean M(Rp) y G(Rp), respecti-
vamente, el valor esperado y desviacién
estandar del retorno de p.

Se dice que p es W(R), o(R) eficiente, si
ningtn portafolio que tenga el mismo re-
torno esperado M(Rp) O un retorno espe-
rado mayor, tiene una desviacién estandar

menor que G(Rp).

La figura 10 presenta una regién som-
breada de posibles portafolios en el pla-
no o( RIU(R). Unicamente aquellos en la
linea retenida FE son eficientes. FE se lla-
ma la frontera eficiente y es una curva

cédncava.

Como, dado cualquier consumo inicial ¢,
(y cualquier inversién inicial w, - ¢ ), la utili-
dad es una funcién creciente de WR) y una
funcién decreciente de o(R), entonces el
portafolio que maximiza la utilidad debe
estar en la frontera eficiente. Este resulta-
do se conoce como el teorema de conjunto

eficiente y se formaliza a continuacién:

Teorema del conjunto eficiente

El portafolio éptimo de un consumidor
con aversién al riesgo es WR), o(R) efi-

ciente.
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Figura 9. Aplanamiento de la Densidad del Consumo al Final del Periodo
\
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Las curvas de indiferencia del consumidor

El comportamiento de la utilidad espera-
da con es W(R) y 6(R) se puede observar
también desde el punto de vista de las
curvas de indiferencia.

Dado cualquier nivel de consumo inicial
¢, (y de inversién w — c)), las curvas de

indiferencia, dibujadas en el plano o(R)W(R)
deben ser crecientes dado que al aumen-
tar la desviacién estandar (riesgo), la utili-
dad se mantendra constante solo si al
consumidor se le recompensa con un au-

mento el retorno esperado.

Debido a la variacién de u con el retorno
esperado y la desviacién estandar del re-

uR)

Figura 10. Region de Posibles Portafolios y Frontera Eficiente

a(R)
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torno, el gradiente de la funcién apunta
diagonalmente hacia la izquierda y hacia
arriba. (Ver Fig. 11).

Teniendo en cuenta estos aspectos, es
intuitivamente obvio, bajo los supuestos
aceptados que el portafolio éptimo, es
decir, aquel que hace méxima la utilidad
esperada del consumo, estara en el pun-
to de tangencia de la frontera eficiente
con una de las curvas de indiferencia (Ver
figura 12).

Deduccion formal de estos resultados,
extension de la teoria

Con el fin de obtener estos resultados de
manera formal es necesario extender la
teorfa de la utilidad al caso continuo, es
decir, se trata la riqueza como una varia-
ble continua.

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

He aqui algunos puntos importantes:

En este caso, las loterfas solo se pueden
describir mediante su funcién de distri-
bucién, en el caso més general, o por su
funcién de densidad, cuando la tienen.

Las funciones de distribucién preservan
la linealidad de las loterias, por ejemplo,
dada la loterfa compuesta (L,, ..., L ; o,

.., 0, ), donde la funcién de distribu-
ciondel, =F,parak=1,2, ..., m.
La funcién de distribucién de la lote-
ria simple equivalente estd dada por

F)=Y o, F(x).

En este caso L*, el conjunto de todas las
loterfas, es el conjunto de todas las fun-
ciones de distribucién sobre un intervalo
[a, + o).

uR)

-

Figura 11. Curvas de nivel de Consumidor y Direccion de Crecimiento
de la Utilidad Esperada

Ly

o(R)



http://www.iteksoft.com/pdf-creator/
http://pdf.iteksoft.com/pdf-writer/

1 52 Semestre Econdmico

Ulises Carcamo C.

uR)

Figura 12. Portafolio Optimo

a(R)

Ademas, la utilidad para loterias (utilidad
esperada) se calcula con una expresién de

la forma U(F) = J.u(x)dF (x) donde u es

la utilidad definida sobre riqueza en con-
diciones ciertas.

El T.D. siente aversion al riesgo si 'y solo si

[u)dF <u([ xdF (x)) para toda F.

El equivalente en condiciones de certe-
za de una loterfa F se define como la canti-

dad EC(Fu) tal que u(EC(Fu)) = ju(x)dF (x).
Esta definicién es completamente anélo-

ga a la definicién 8.

Dentro de esta teorfa extendida las si-
guientes definiciones son equivalentes:

1. EITD. siente aversion al riesgo

2. U= u(x) escédncava.

3. EC(F,u)< _[xdF(x), para toda F

Formalizacién de los resultados
para el modelo de un periodo

Aunque en el caso mas general
ju(x)dF (x) es una integral de Lebesgue-
Stieltjes, en la mayorfa de los casos préc-
ticos, se reduce a una sencilla integral de

Riemann.

A manera de ejemplo, los anteriores re-
sultados del modelo de un periodo se
pueden obtener de manera formal, utili-
zando solo herramientas matematicas de
nivel intermedio.

Uno de los supuestos del modelo dice que
R ~N(u, © ) para cualquier portafolio de
Rp —H,

G,

inversion p. Si hacemos ¥ = (13),

entonces la distribucién de r es normal


http://www.iteksoft.com/pdf-creator/
http://pdf.iteksoft.com/pdf-writer/

estandar. Ahora, como el consumo al fi-
nal del perfodo es C, = (w, —¢,) (1+ Rp)
entonces se puede expresar en términos
dercomoC,= (w -c)(1+ W +o. 1) (14).

Los fundamentos matematicos: teoria de las finanzas

(I+u,+0,.r).f(r)dr (15), donde f(r) es
la funcién de densidad de r. La suposi-
cién de normalidad para todos los porta-
folios y la definicién de r, hace que f(r) sea

. By la misma para todos ellos. Las diferen-

La utilidad esperada con la eleccién un . B
) , cias entre las utilidades esperadas de dos
nivel de consumo ¢, a comienzos del pe- ) .
) . , . 3 portafolios cualesquiera dependen de ¢,
riodo y el portafolio de inversién p esta . o
W v o,. Es decir, podemos re-escribir u

dada por E[u(cpcz)]=_[_+:u(0p(wl —¢): como, u(c,, ¢,) = u(c, K, G).

Las utilidades marginales

aE[u(Cl702)] — (Wl _cl)J.j:au(cUcZ) f(l")d”' (16)

ou, dc, . Ahora, como las utilidades margi-

nales de los consumos ¢, y ¢, son positivas, se tiene que la expresién (16) es positi-
aE[”(Clacz)]
ou,

rado del portafolio.

>0

va, luego , es decir, la utilidad esperada aumenta con el valor espe-

dE[u(c,,c,)] — (W —c )J-Jmau(cl,(w1 —c)(+u,+0,.7r)

. d
o, ac, r )

Para probar que la expresion (17) es negativa, procedemos con la siguiente sucesién
argumentativa:

aU(c,,c,)

— u(c, c.)escdncava, asi que J¢
2

. C, es una funcién positiva de c,, pero decre-

ciente.

— ¢, es una funcién afin de r, con pendiente e intercepto positivos, por lo tanto

dU(¢,¢,)
T e esuna funcién positiva decreciente de r.
2

—  f(r) es simétrica con respecto al origen y positiva para todo .
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U (c,,¢c,)
- T e r.f(r) es negativa para r < 0y positiva para r >0.
2

Iau(c1 (W, —cl)(al +U,+0,.(=1))) A fr)> ou(c,,(w, — cla)(l +U,+0,.r)) N
) )

para todo valor positivo r

()

J-+s8u(cl, W —c)(+u,+o,7)

) P 7. f(r)dr <0 paratodos >0
s c2

» ) . dE[u(c;,c,)] <0
— (17) es una expresién negativa, es decir do
P

Esto comprueba las aseveraciones intuitivas de que la utilidad esperada aumen-
ta con el retorno esperado y disminuye con la desviacién estandar del retorno.

Las curvas de indiferencia

Dado un nivel cualquiera de utilidad k, en cada uno de los puntos (Gp, up) de la
respectiva curva de indiferencia se tiene que u(cp, up) = k, asumiendo diferenciabilidad,

Ju
ou du, Ju o / du, :_acp -0 Su 0
obtenemos ou, do, + 3o, =Y ydeacs, do, Jdu , dado que Jo, y
ou,
ou
ou >0 . Esto significa que las curvas en el plano o(R) W(R) son efectivamente cre-
14
cientes.

También es posible demostrar que estas curvas son convexas. Para lograr esto, bas-
ta probar que dados dos puntos (6, 1) y (0,, W,) en una curva de indiferencia dada,
correspondiente a la utilidad u,, cualquier combinacién convexa de ellos correspon-
de a una utilidad mayor que u,.
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Sean (6, 1,) y (0,, i,) dos puntos en la curva de indiferencia correspondiente al nivel
de utilidad u,. y sea (o,, u,) = (o, + (I -, oo, + (1 ~r).0,) para 0 < o < 1.

Sean ¢, =(w,—¢)(1+y,+0,r) (18), ¢ =(w —c)1+u, +0,.r) (19)

y ¢ =ac,+(1-a)c; (20).

Al sustituir (18) y (19) en (20), obtenemos ¢} =(w, —¢,)(1+ t; +0,.7) (21)

Dado c,, la estricta concavidad de u implica u(c,,c;) > ou(c,,c)) +(1—@)u(c,,c3) - (22)
es decir,

u(cl > (Wl _cl)(l +,LL3+O'3J’)) > Oa"(cl > (Wl - cl)(l +U,t0, I’)) + (1 _a)”(cl > (Wl - cl)(l +‘I.12+O'2J’))

(23). Haciendo F, = (w
esperados, obtenemos!'?:

-¢)(+p +o, .rparak =12, 3. (24) y tomando valores

Elu(c,,Fy)] > aE[u(c,, F))]+(1—).E[u(c,, F2)], esto implica E[u(c,,F;)]>u, (25)

Por lo tanto las curvas de indiferencia son céncavas y tienen la forma que se mues-

tra en las figuras 11y 12, dado un nivel de consumo inicial c .

La importancia de este modelo simple se pueden extender a casos en los que la

distribucién de los retornos es estable

. . . H At 14
La importancia de este simple modelo es simetrica .

la implicacion de que el consumidor (T.D.) Esta es una clase de distribuciones que se

simplifica su tarea de clasificar los por- usa en aplicaciones financieras y que inclu-

tafolios y su conjunto queda reducido al ye a la distribucién normal y a la distribu-

de los portafolios eficientes.

Por supuesto, cuando no hay normalidad
en la distribucién de los retornos los su-
puestos del modelo fallan, pero no asf sus
conclusiones. Por ejemplo, los resultados

cién de Cauchy como casos particulares.

Bésicamente las mismas ideas de este
modelo de un periodo se aplican en mo-
delos de muiltiples periodos y los resulta-
dos son semejantes.
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Otros modelos

El modelo de la utilidad esperada, que
también tiene sus debilidades', no es el
Gnico.

Existen diversas aproximaciones que son
mas convenientes, en determinados cam-
pos, o que complementan tal modelo.

Por ejemplo, cuando se quiere hacer refe-
rencia a los mercados de capitales en am-
biente de incertidumbre, se hace en el
marco de preferencia de estados. Den-

®  REFERENCIAS

tro de éste se puede desarrollar la teorfa
de valoracién mediante medidas mar-

tingalas, de una manera bastante natural.

Un estudio mas profundo de las matema-
ticas para finanzas debe incluir no solo
el estudio de ese marco, la familia de las
distribuciones estables y el estudio de
probabilidades subjetivas, sino también
los conceptos de dominancia estocés-
tica de primero y segundo érdenes y el
de utilidad dependiente del estado, en-
tre otros.
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= NOTAS

1 Licenciado en Matemaéticas de la Universidad de Medellin. Master en Mateméticas Aplicadas
de la Universidad EAFIT. Candidato a Ph.D i Applied and Computational Mathematics
(Mathematical Finance), University of Canterbury, New Zealand. Profesor de la Universidad
EAFIT.

2 En realidad, toda estimacién de probabilidades tiene algo de subjetivo. Dia a difa aparecen
mas articulos de probabilidades aplicadas a diversos campos donde se favorece el enfoque
bayesiano y ademas, existe la Teorfa de la Probabilidad Subjetiva, que estudia situaciones
donde no es posible hablar de probabilidades objetivas. El lector interesado puede consultar
el texto de Lad (1996) que se cita en las referencias.

3 Se suponen N-1, para tener N posibles casos.

4 Un simplex es una generalizacién de los conceptos de tridngulo y tetraedro: Sia,, . . ., a,
son vectores linealmente independientes de R, el conjunto de todas las combinaciones
convexas de esos vectores es un N-simplex.

5 Esta es una loterfa compuesta de dos estados, es posible definir loterfas compuestas de un
nimero m de estados, pero para el nivel informativo de este articulo, es suficiente con dos
estados.

6 También existe la relacién de indiferencia entre las loterfas de L*, que es una relacion de
equivalencia, es decir, es reflexiva, simétrica y transitiva.

7  Existen muchos conjuntos de axiomas equivalentes para este propdsito. Este conjunto en
particular se escogié porque es de los mas féciles de interpretar.

8 El lector interesado puede encontrar en Winston (1994) o Carcamo (2002) interpretaciones
intuitivas de algunos de los otros axiomas. Los conjuntos de axiomas presentados allf difie-
ren solo ligeramente de los de este articulo.

9 Si Xy B son vectores de R", y A es una matriz cuadrada de orden n, la transformacién
definida por Y = A.X + B es una transformacién afin de X.

10 Este concepto se define naturalmente en el marco de la independencia condicional que es
un concepto intermedio entre los conceptos de independencia y correlacién cero. da-
das dos variables aleatorias X e Y. se dice que X es condicionalmente independiente con
respecto ay, si E[X/Y] = X. Si ademas, E[X] = 0, se dice que X es ruido o un juego justo.

11 Algunos autores lo presentan como el modelo media-varianza.

12 La normalidad de la variable aleatoria C, y la magnitud de su media y su desviacién estandar
es una consecuencia inmediata de la normalidad de Rp.

13 El signo de la desigualdad en (23) se preserva dado que f(r) > 0.
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14 En estas ¢ ya no se interpreta como desviacion estandar.

15 Se conocen paradojas derivadas de la Teorfa de la Utilidad, entre ellas las paradoja de Allais y
Machina.
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