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RESUMEN

En este articulo demostramos el teorema de Abel para la lemniscata sin la ayuda
de la teoria de las funciones elipticas y sin referencia alguna a la moderna teoria
de campos. Los ingredientes esenciales de la demostracion son las funciones lem-
niscaticas de Gauss y algunas nociones elementales sobre factorizacién en el anillo
de los polinomios con coeficientes racionales. El procedimiento es muy poderoso.
En verdad, no solo probamos que la construccién geométrica es posible, sino que
indicamos las operaciones algebraicas que realizan la construccion.
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ABEL'S THEOREM ON THE LEMNISCATE

ABTRACT

In this article, Abel’s theorem for lemniscates has been demonstrated without
the help of elliptical function theory and without any reference to the modern
theory of fields. Essential ingredients of the demonstration are Gauss’ lemniscates
functions and some elementary on factorization in the ring of rational coefficients.
The procedure is very powerful. It was proved that geometric construction is possible.
Algebraic operations which indicated the construction were also indicated

Key words: Lemniscates division; elliptical functions, geometrical constructions,
Abel’s theorem, Galois’ theorem.
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INTRODUCCION

La lemniscata es la curva plana dada por la
ecuacion cartesiana

(x* +y2>2 =(x" ).

En este articulo demostramos el célebre teore-
ma de Abel para la lemniscata:

Teorema 1.1 [1]. Si n =2 pib; ---b,, donde los
p,i=1,..,t son primos de Fermat diferentes, entonces
es posible dividir la lemniscata en n partes iguales con
regla y compds.

Es inevitable comparar este resultado con el
de Gauss [2] sobre la construccion de los poligonos
regulares.

Aun cuando en las demostraciones seguimos
el espiritu del texto original de Abel, no usamos la
teoria general de las funciones elipticas para probar
este notable resultado. En su lugar, empleamos la
teoria particular de las funciones lemniscaticas de
Gauss. En ello, este articulo difiere del mencio-
nado trabajo de Abel [1] y de la conocida version
contemporanea de Rosen [3] . La historia completa
del problema desde sus albores a comienzos del
siglo XVIII se puede consultar en el trabajo de
Hernandez y Palacio [4] .

En la seccion 2 presentamos los rudimentos
indispensables sobre el seno y coseno lemniscaticos
de Gauss. Con ayuda de la formula de adicion del
seno lemniscdtico para el arco doble, se prueba la
primera proposicion fundamental, a saber:

Teorema 1.2. La lemniscata se puede dividir en
2" ke Z* | partes iguales con regla y compds.

El resto del asunto es mas delicado. En la sec-
cion 3, estudiamos la forma racional de la férmula
de adicion del seno lemniscatico para un multiplo
impar de un arco dado. El andlisis de la situacion
nos permite construir un polinomio cuyas raices
resuelven el problema de la division. La seccion 4
esta dedicada al caso particular en el que el entero
positivo impar es un primo de Fermat. En ella se
prueba lo siguiente.

Teorema 1.3. Si n es un primo de Fermat, la
lemniscata se puede dividir en n partes iguales con regla
y compds.

Finalmente, un breve argumento que combina
las férmulas de adicion con la teoria de niimeros
permite demostrar el teorema 1.1. A manera de
conclusion, se bosquejan algunas reflexiones y
comentarios sobre el papel de este teorema en la
historia del problema de la division de la lemniscata
en partes iguales.

1. FUNCIONES LEMNISCATICAS

En sus anotaciones personales, Gauss [5] anotd
los resultados de su estudio sobre estas funciones.
En seguida presentamos un breve resumen de
su teoria, el cual sirve de fundamento a nuestra
presentacion.

1.1. Senolemniscatico de Gauss
El niimero
w [ dE

E ey

juega el papel de = en la teoria de las funcio-

~1,3110287714605987

nes circulares. Consideremos, pues,

b

arcsl : [— 1,1] — {—% %

s fd_f
’ o V1—¢* '
La integral de la derecha es la longitud de arco
de la lemniscata. Como arcsl es biyectiva, definimos
el seno lemniscatico como la funcion impar de

periodo 2@ que satisface sl = arcsl! en el intervalo
w w

b

2
similar a la del seno circular.

. O sea, sl:R—[-11] y su grafica es

Elseno lemniscatico es diferenciable. Mds aun,
el teorema de inversion (o de la funcion inversa)

del calculo elemental arroja

[%)(a) —+(1-s*@) "
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El coseno lemnisciatico es la funcién

iR — =1L, cl(x) = 1[?_]

La identidad pitagdrica de la trigonometria
circular tiene su contraparte lemniscdtica en la
identidad fundamental

sl? (x) +c? (x) +s1? (x) o’ (x) =
1— clz(x)
1+c? (x) ‘

La constructibilidad de un punto de la lemnis-
cata equivale a construir el seno y el coseno lemnis-
catico correspondiente a su arco. Asi que, desde el

punto de vista de las construcciones geométricas,
basta obtener una de las dos funciones lemnisca-

1 sl? (x)z

ticas puesto que la otra se obtiene de aquella por
operaciones de campo y raices cuadradas.

También, la formula de adicion del seno lem-
niscatico es

sl (x) cl(y) £ sl(y)cl(x)
14l (x) sl (y)cl (x) c(y)

sl(x:l:y):

1.2 Bisecciones iteradas de la lemniscata.

Asi pues, la formula del seno lemniscético del

2sl l
arco doble es sl(2x) = M
1—sl (x)cl (x)
duce a un primer resultado sobre la construccion
de las divisiones de la lemniscata.

. Ella nos con-

Proposicion 2.1. Si sl(x) es construible con regla

x
y compds, entonces sl[E] también lo es.
Demostracion. En
sG]
d(x)= 2
(3]

Ponemosy_ s [ ] [ ]para ob-

tener g (x)= _2 De este modo;

I—y

sl(x)— ¥l (x)—2y=0y la formula cuadritica
arroja que

_ —1+1+ slz(x)
sl(x)

es construible con regla y compas. Ahora bien,
la identidad fundamental produce

En consecuencia,
41X 2\ g2 X 2
sl [E]—<l—y )sl [E]—i-y =0.

De nuevo, por la forma de la solucién a la ecua-

cion cuadritica, sl [ ] y sl [ x] son construibles con
regla y compas. 2 2

Repitiendo el proceso un numero finito de
veces a partir de la totalidad de la curva, obtenemos
el teorema 1.2.

2. ESTRUCTURA DE sl(nx), n IMPAR

Es facil probar que

— 65l (x)—sl®
sl(3x): 3 654 (x) s 8(9() '
1+6sl (x)—3sl (x)

En general, este hecho se generaliza con ayuda

sl (Zx + x) =sl(x)

del principio de induccion y la férmula de adiciéon
del seno lemniscatico. Ciertamente, no es dificil
probar que

Proposicion 3.1. Si neZ™1 es impar, entonces

sl (nx) =sl (x) X ¢(sl2 (x)),
donde  es una funcion racional con coeficientes

enteros.
Escribamos ahora

p(sUx))
a(sl(x)

para ciertos polinomios p, ¢ con coeficientes

¢<slz(x)) =

enteros que no tienen factores irreducibles comu-
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nesy, por tanto, no tienen ceros comunes. Resulta
que los ceros de p son precisamente aquellos que
necesitamos para la divisién de la lemniscata en n
(impar) partes.

Proposicion 3.2. Si n=2k +1>3 es un entero
impar, p es un polinomio de gradon - 1 = 2k con ceros
distintos no repetidos

donde m toma los valores enteros distintos de cero

entre =k y k. Con esto, quedan determinados los ceros
w w

272

distintos de cero de sl(nx) en el intervalo

. . w
Demostracién. Si x=-—,entonces

n
sl(nx) =sl(w)=0 vy asi, sl(@/n) es un cero dis-
tinto de cero dep. Con el fin de encontrar todos
los ceros de p, observemos que si p(sl(x)) = 0, sl(nx)
= (. Por tanto, la periodicidad del seno implica que

m )
nx = mw vy, de este modo, x = —w, me Z. Afirma-

mos que los ceros de p en

sl[%w],me [k k] {0}.

Veamos que todos ellos son distintos.

son

b

. . moo mTo
Ciertamente, si sl[—] =sl

, entonces

n n

(m —-m )w = 2wjn, para cierto entero j. Se sigue que

n =

lo cual es contradictorio con el rango de valo-
res posibles de m y m”. De este modo, p tiene n — 1
ceros diferentes. Hace falta ver que dichos ceros no
estan repetidos. Al derivar sl(nx)q(sl(x)) = sl(x)p(sl(x))
con respecto a y = sl(x), se obtiene

dsl;:x) q(sl(x>) + Sl(nx)j—j = p(sl(x)) + sl(x)j—z.
Si suponemos que p tiene un cero repetido
(sl(x), su derivada también se anula en dicho cero
y la expresion anterior produce ¢(sl(x)) = 0. Esto

no es posible porque hemos supuesto que p y g no
tienen ceros comunes.

Corolario 3.1. La sustitucion r = sl*(x) en p
produce un polinomio con coeficientes enteros de grado

K=" —1 en r cuyos ceros distintos y no repetidos son

sl [ﬂw}e [O,w/Z],1§ m <k,

n

3. PRIMOS DE FERMAT

Limitémonos al caso en que n es un primo
u
de la forma 2> + 1, o sea, un primo de Fermat.
Partimos, pues, del polinomio

k
coFort... e, co,cp €L,

-1 .
k=" 5 =2 -1, CuyO0s Ceros son

o) u

s m=|1<m<2b —1.
n

Denotemos por o a una raiz primitiva modulo

n, es decir, o es un elemento del campo Z, tal

que n es el menor entero no negativo que produce

o' =1(enZ, ). Ahora bien, el grupo de unidades
(12, kn—1=1}=

2 ok =—1..,a"" :1}

{a,a Ve =

contiene el subgrupo {1,-1} y el cociente est4
formado por las clases
|m| = {m,—m},l <m<k.

k
+m‘ = ‘Oém‘. Todo se reduce

a considerar la construccion geométrica de los

De este modo, ‘Oz
elementos permutados
512[\am\3],0gmgk—1:zﬂ—l ~1.
n
Construyamos enseguida
o) e -
— =) 0"l |ja™|—],
wl- 2 k)

Donde 6 € C es una raiz k-ésima cualquiera

de la unidad, es decir, k=2>"" Notemos que ¥y
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es una funcion racional de sl [ ] digamos,

2=l 2]

Para n€{0, 1, ..., k—1},

(on [‘a”‘%] = kaQmslz [‘ozmﬂ“%] =

o " RZHW 2 [\amﬂ\ ] 0 “wg[ ]
n

m=0

n

Entonces, elevando a la k,

k k
Yy [E] =X Slz[‘a“‘z]] )
n n
Sumando para los valores posibles de p,

w1 w ¢
vl Z] =1 Sl =]
n=0

Esta expresion es una funcion racional vy si-
métrica de los ceros del polinomio; asi, se puede
reescribir a partir de los coeficientes c, ¢, ..., ¢,

. . 21
mediante operaciones de campo. Como k =27 7
w
Yy [_] =XkJvp se obtiene a partir de v, median-
n

te raices cuadradas sucesivas. En breve 1, [—] es
. n
construible.

2 2
Sif = cos [%] + isen[%], las raices k-ésimas

de la unidad son ™, m=0,1,..., k—1. Por la
forma de k, todas ellas son construibles con regla
y compas en virtud del teorema de Gauss sobre la
construccion de los poligonos regulares. Si permi-
timos que 0 tome sus k valores posibles, se obtiene
el sistema lineal

11 1 1
W, [E] s2|Z
n n
2 1
" [g] 10 6 0 o2 |a|z]
n n
¥, [2] 1 e e ... g2 sl Mz]
n n
%;H [E] sl? ‘akl‘z]
n n
1 0t 0. 0

En particular, la primera ecuacion de este
sistema, correspondiente a 0 = 1, produce la suma
de raices

g St

Por fortuna, la matriz del sistema no es singu-
lar. Es mds, su inversa es

1 1 1 - 1
1 o' ¢ ... 0
-x[1 07t ot ... ¢

1 6 6 ..o

En consecuencia, las raices de nuestro polino-
mio p son construibles. Esto demuestra el teorema
1.3.

Supongamos para terminar que n, es una po-
tencia de dos o un primo de Fermaty que n, es un
primo de Fermat, distinto a n, en el caso de que
éste lo sea. Por lo anterior junto con la formula de
adicion, los nimeros

sl[k1 E] y sl
n

Son construibles para enteros cualesquiera
k,, k,. Luego, por la formula de adicion (de nuevo)

l[klnz +k2n1 ]

nmn;

k, =

ny

ny ”2

también es construible. Ya que n y n,son
primos relativos, existen enteros k, k, tales que
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kin, +k,n, =1. Repitiendo este argumento las
veces que sea necesario, se logra la demostracion
del teorema 1.1.

4. A MODO DE CONCLUSION

El teorema de Abel sefiala el momento histori-
co de solucion del problema de dividir la lemniscata
en partes iguales con regla y compas. El problema
habia tenido un inicio prometedor a comienzos
del siglo XVIIL. Sin embargo, el método analitico
usado para la division en dos, tresy cinco partes se
hacia muy dificil para enteros mayores. Siguiendo
las ensefianzas de Gauss (2], Abel [1] pudo resolver
el problema por un método que, hoy por hoy, pue-
de considerarse algebraico. El resultado también
tiende un puente entre el pasado y el futuro del
problema. Entre otros detalles interesantes, sefia-
lemos aqui que los polinomios palindrémicos, que
los grandes analistas del siglo XVIII encontraban
al dividir la curva, se explican con gran claridad en

el marco del estudio abeliano del sl(nx), tal como se
trata mas arriba. De otro lado, Abel también sentd
las bases solidas que llevaron después a probar el
reciproco de su teorema, un resultado interesanti-
simo que queda fuera de este articulo.
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