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Resumen

En este trabajo se consideran los rendimientos diarios de un activo financiero con
el propdsito de modelar y comparar la densidad de probabilidad de la volatilidad
estocastica de los retornos. Para tal fin, se proponen los modelos ARCH vy sus
extensiones, que son en tiempo discreto, asi como un modelo empirico de volatilidad
estocastica, desarrollado por Paul Wilmott. Para el caso discreto se muestran los
modelos que permiten estimar la volatilidad condicional heterocedastica en un
instante ¢ del tiempo, & [I _,T]. En el caso continuo se asocia un proceso de difusion
de [t6 a la volatilidad estocastica de la serie financiera, lo cual posibilita discretizar
dicho proceso y simularlo para obtener densidades de probabilidad empiricas de la
volatilidad. Finalmente se ilustran y se comparan los resultados obtenidos con las
metodologias expuestas para el caso de las series financieras S&P 500 de EEUU, el
Indice de Precios y Cotizaciones de la Bolsa Mexicana de Valores (IPC) y el IGBC de

Colombia.
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DISCRETE AND CONTINUOUS METHODS FOR
MODELING FINANCIAL SERIES YIELDING
STOCHASTIC VOLATILITY PROBABILITY DENSITY

Abstract

This work considers daily yields of financial assets in order to model and compare
returns stochastic volatility probability density. For such aim, ARCH models and
its extensions are proposed - they are in discrete time- as well as an Empirical
Stochastic Volatility Model, developed by Paul Wilmott. For the discrete case, models

that allow to estimate heteroscedasticity conditional volatility in a time, ¢, ¢, 1 =[1.T],
are shown. In the continuous case, there is an association of an [td diffusion
process to stochastic volatility of the financial series, which allows to write a
discretization of this process and to simulate it to obtain empirical probabilistic
densities from the volatility. Finally the results are illustrated and compared with
methodologies exposed by the case of the financial series S&P 500 of the U.S.A.,
Index of Prices and Quotations of stock-market Mexican of Values (IPC) and IGBC of
Colombia.

Key Words
Probability density function, ARCH, volatility, heteroscedasticity, 1td diffusion

process, simulation.
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PARTE |

Modelos en tiempo discreto

INTRODUCCION

A continuacién se presentan los llamados mo-
delos ARCH, GARCH, TGARCH y EGARCH;
estos modelos son ideales para capturar feno-
menos donde la varianza condicional es cam-
biante en el tiempo. Dichos modelos se utili-
zan frecuentemente en el drea de finanzas, ya
que por ejemplo, el inversionista estd interesa-
do en pronosticar la tasa de retorno y su
volatilidad solamente sobre el periodo de tenen-
cia, y el emisor es quien estd interesado en ana-
lizar el rendimiento y la volatilidad esperados a
lo largo de la vida del instrumento financiero.

Un gran numero de series de tipo financiero y
econdmico presentan media no constante, asi
como periodos de estabilidad seguidos de otros
de alta volatilidad, entendiendo por esta ulti-
ma el hecho de que la variabilidad de la serie
en torno a un valor medio, medida por la
varianza, es muy alta en determinados tramos
de la muestra frente a otros periodos en los que,
al menos aparentemente, es menot. Entre és-
tas series se encuentran, los agregados moneta-
rios, la tasa de inflacion, los tipos de cambio,
las variaciones porcentuales de los precios de
las acciones, etc.

El hecho de que muchas series de tipo econémi-
co y financiero estén sujetas a fuertes cambios
en la varianza hizo necesario que se tuviera en
cuenta este fendémeno en el proceso de
modelaciéon. Los trabajos iniciales se deben a
Engle (1982) [7], quien introduce los modelos
ARCH (modelo de heteroscedasticidad condi-
cional autorregresivo) y por Bollerslev (1986) [2],
con sus modelos GARCH (ARCH generaliza-
dos). Por GARCH se entiende al modelo de

heteroscedasticidad condicional autorregresivo

generalizado; se toma a la heteroscedasticidad
como la variacion en el tiempo de la varianza.
El término condicional implica una dependen-
cia en las observaciones del pasado inmediato,
y el término autorregresivo describe el meca-
nismo de retroalimentacién, que incorpora las
observaciones pasadas en el presente. GARCH,
entonces, es un mecanismo que incluye las
varianzas pasadas en la explicacion de las varianzas
futuras. Mds especificamente, GARCH es un
modelo de series de tiempo que usa las varianzas
pasadas y las predicciones de las varianzas pasa-
das para predecir las varianzas futuras.

Existen modelos en los que la varianza condi-
cional no es constante, sino que depende del
conjunto de informacién disponible en cada ins-
tante; ignorar este hecho conduciria a obtener
estimadores ineficientes, con las graves conse-
cuencias que ello implica, tales como intervalos
de confianza para la predicciéon mds amplios,
mayor variabilidad de la propia prediccion pun-
tual, y se reflejaria la mayor amplitud del rango
de sus posibles valores para un nivel de confian-

za dado.

Por lo tanto, si (¥, €3 1= fir], es decir, no es
constante, se necesitan desarrollar modelos
econométricos en los cuales se permita que la
varianza condicional del proceso cambie en el
tiempo. Una alternativa son los modelos ARCH
y sus extensiones que se describen a continua-
cion. Dichos modelos permiten estimar la du-
racion y la magnitud de la volatilidad, lo cual es
crucial para ver si las predicciones que se hacen
acerca de los precios son confiables o no.

EL MODELO UNIVARIANTE ARCH

Modelo ARCH (1)

El proceso ARCH (1)[7] viene definido por la si-

guiente expresion:
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rrl" =d, +d, :‘:.:-

g, =a,a,d, ~iid N ([],I}. o, v a, son independientes

donded, v &, son coeficientes tales que
5, 50,0<8, <.

Note que la condicion &, = {i corresponde a la mi-
nima varianza condicional a ser observada, mien-
tras que [} =&, < | es una condicion necesaria y su-
ficiente para la existencia de la varianza incondi-
cional y la condicional. El coeficiente &, mide la
persistencia de la volatilidad; si dicho coeficiente
es cercano a uno, se dice que hay una alta persis-
tencia de los shocks de volatilidad.

La distribucion de los errores dado el conjunto de
informacion £ es una normal con media cero 'y

varianza g1 ° , simbolicamente, £, |£2| C N0,
bar (e, |£2 ]_'-'T.:’ varianza condicional

heteroscedastica, es decir, la varianza condicional
depende de la informacion disponible en cada
instante 7.

Teorema 2.1. Si £, es un proceso estacionario de se-
gundo y cuarto orden que tiene una estructura
ARCH(1), entonces la varianza incondicional de E,

. s
estd dada por T, = 5 =8, <1y el cuarto mo-
estd dado por

mento incondicional de E,

36, (1+8,)

= .4 = -
E(s')= i Zlil-l’i."]'[] &

A partir del teorema anterior se tiene que la
curtosis incondicional de £ es

EE) _ 3au+d)  (1-0)" _3(1-8) P

(i?fJ' {s:l: )] ) (1=d }1=3d") Jlf | _-,;r]-lr (1)

Asi el exceso de curtosis de los errores bajo
una estructura ARCH(1) es mayor a tres. Esto
quiere decir que las colas de la distribucion
marginal de los errores tienen mas densidad

que las de la distribucién normal; este resul-
tado se generaliza a procesos ARCH de orden
superior.

Modelo ARCH (p)

Un proceso ARCH generalizado o de orden p
(ARCH (p)), tiene la siguiente estructura

o, =0, +0€_ +6.6 . +L +b 8

=, + Zrh 5. 2)

Donde§, > 0,8 =0, i=1,2,..L,p & =0,a.8 Y a,
son independientes y a, = @il 1.

La varianza incondicional de los errores bajo una

estructura ARCH (p) es v a1, : Diidi0,1)

; 0

C 15, +8,4L +5,) ¥

La distribucion de los errores dado el conjunto de
informacion £2 | es una normal con media ceroy

.
varianza @ =+ l'h.*:.-'.,
1=

g, |0 :ON(D,e ), es

simbolicamente,

decir,

Var(e |0, ) =84 L”.“._ , varianza condicional

que depende de la informacion disponible en cada
instante 7.

Observaciones de los modelos ARCH

* El modelo asume que las noticias positivas
y negativas tienen el mismo efecto sobre la
volatilidad, ya que depende de las perturba-
ciones al cuadrado rezagadas p periodos. Es
decir, el precio de un activo financiero res-
ponde indistintamente a noticias positivas
y negativas.

* El coeficiente &7 del modelo ARCH( 1|\ satis-
face la siguiente restriccién, (=i < p» que
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garantiza la existencia del cuarto momento
poblacional de los errores.

* Los modelos ARCH probablemente
sobrepredicen la volatilidad ya que ellos res-
ponden lentamente a valores extremos de la
serie de retornos.

EL MODELO UNIVARIANTE GARCH
(modelo ARCH generalizado)

La modelacién del GARCH proviene de avances
en la modelacion de la volatilidad en los afos
ochenta; este proceso se introduce en el grupo de
analisis que trata el exceso de curtosis y el agrupa-
miento de la volatilidad, dos de las caracteristicas
mas comunes en las series financieras. Los mode-
los de volatilidad condicional proporcionan una
adecuada manera de modelar y pronosticar las va-
rianzas y covarianzas de los retornos de los activos.

Se pueden aplicar modelos GARCH en cualquie-
ra de los diversos campos de la administracién del
riesgo, de la administracion de portafolio, en la
asignacion de activos, en las opciones de precio,
en las tasas de cambio, en la estructura de tasas de
interés, etcétera.

Se pueden encontrar grandes efectos significati-
vos del GARCH en mercados accionarios, no sélo
para choques individuales, sino también para stock
de portafolios e indices y para mercados futuros
accionarios. Estos efectos son importantes en al-
gunas de las areas de la valoracion del riesgo (VaR),
y en otras aplicaciones de la administracién del
riesgo concernientes a la eficiencia de la coloca-
cion del capital. Se pueden usar los modelos
GARCH para examinar la relacion entre las tasas
de interés de corto y largo plazo, debido a la incer-
tidumbre de las tasas; el modelo sirve también en
el analisis de la variacion del tiempo en el retorno
de las tasas. A continuacion se muestran algunas
definiciones y uno de los teoremas del modelo

GARCH, desarrolladas por Bollerslev (1986).

Modelo GARCH(I,1)

El proceso GARCH (1,1)[2] viene definido por la

siguiente expresion

o =0, +8g 400,

g, =ad, ,a  idd N(0L]), 7, v a son independientes

donde & ,&, ¥, son coeficientes tales que
5,>0 5,0,20, 0<(5,+8,)<1.

De acuerdo con el modelo GARCH (1,1), se tiene
que la varianza condicional heteroscedastica del
proceso en el periodo ¢ depende de la perturba-
cién al cuadrado y de la varianza condicional ob-
servados en el periodo #-1. El coeficiente &, captu-
ra el efecto ARCH, es decir, mide la amplitud con
la cual los efectos de volatilidades pasadas alimen-
tan volatilidades presentes; el coeficiente f captu-
ra el efecto GARCH; (4, +#, | mide la tasa a la
cual estos efectos van disminuyendo en el tiempo,
es decir, mide la persistencia en el tiempo de la
volatilidad condicional. Si la suma de los coeficien-
tes (&, + £, | es muy cercana a uno, se dice que hay
una elevada persistencia que ocasiona que los efec-
tos del shock tarden en olvidarse; en tanto que la
baja persistencia solo tiene efectos de corta dura-
cién. Por ejemplo, de acuerdo con Nelson (1995),
un incremento en la varianza condicional de los
rendimientos del mercado de valores puede ha-
cer que se incremente la prima de riesgo; pero si
se espera que tal incremento sea de corta dura-
cién, la estructura temporal de la prima de riesgo
puede moverse sélo en el corto plazo, sin que haya
efectos importantes en la valuacion de los activos.
La condicion 0 = (& +# )< | garantiza la existen-

cia de la volatilidad incondicional.

La prediccion GARCH(1,1) de la varianza es una
media ponderada de tres predicciones diferentes
de la varianza. Una de ellas es la varianza cons-
tante que corresponde a la media de largo plazo.
La segunda es la prediccion que se hizo en el pe-
riodo anterior. La tercera corresponde a la nue-
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va informacién que no estaba disponible cuando
se hizo la predicciéon anterior. Las ponderacio-
nes de estas tres predicciones determinan la ra-
pidez con la que cambia la varianza al incluir in-
formacion nueva y la rapidez con la que vuelve a
su media a largo plazo.

Teorema 3.1. Si los E,
GARCH(1,1), entonces la varianza no condicional de

£, estd dada por
=Elg J=—7—.
0

Curtosis incondicional de los errores bajo un pro-

ceso GARCH(1,1)

siguen un proceso

0=(d,+8,)=<1

Se puede demostrar que si

(l—{ﬁ +0 }: — 25 m)';l:J entonces la curtosis de

los £, bajo un proceso GARCH(1,1) estd dada por

1[ —(B,+8,)

T1-(5,+0,) -2,

=1 (4)

Lo que significa que el proceso GARCH(1,1) es
leptocurtico al igual que ocurre con los modelo

ARCH.

Modelo GARCH (p.q)

Un proceso GARCH generalizado o de orden p,
q (GARCH (p,q)) tiene la siguiente estructura

o =84 iﬁ_:—:__:_ | i[].”-:.
=1 {

donde

g =0 & 20 8 20, i=L2L

B F=L2 L "R+ B |
1 =1 b
1 1

g, =4, a, v a sonindependientes v a, ; OGdN(0,1)

La varianza incondicional de los errores bajo una

estructura GARCH (p,q) es

o’ B 0= l“ +l“ <1
|Z|'ﬁ Z“ . |

Los procesos ARCH, GARCH, son modelos simé-
tricos, donde los shocks de los retornos ya sean
positivos 0 negativos tienen el mismo impacto de
volatilidad. Ahora, cuando el rendimiento cae por
debajo de lo esperado nos lleva a un escenario
donde las noticias son malas, esto viene asociado
a observar que la volatilidad se incrementa; y por
otra parte, cuando las noticias son buenas, la
volatilidad disminuye. Del desarrollo de modelos
con varianza condicional variable hay dos familias
de modelos que pueden modelar esta caracteristi-

ca: EGARCH y TGARCH (entre muchos otros).

(6)

MODELOS ARCH ASIMETRICOS

Otra de las principales caracteristicas de los mer-
cados financieros es que ante malas noticias se
producen caidas en las cotizaciones que tienen
una volatilidad mayor, es decir, son de mayor
magnitud que cuando se producen alzas en las
cotizaciones por buenas noticias, en cuyo caso
la volatilidad es de menor magnitud. Para estos
casos de volatilidad asimétrica se desarrollaron
los modelos TGARCH, EGARCH (entre mu-

chos otros).

El modelo univariante TGARCH

Un primer modelo que es capaz de producir efec-
tos asimétricos, es el modelo TGARCH (Threshold
Heteroscedastic Autoregresive Models) [21]; son
modelos que dependen de un umbral (threshold),
por medio del cual definen su reaccién. En los
mercados bursitiles se observa empiricamente que
los movimientos a la baja son generalmente mas
volatiles que los movimientos al alza. En particu-
lar, el modelo TGARCH (1,1) o Threshold ARCH
propone la siguiente ecuacion para estimar la
varianza condicional:
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o =8,+8,e, +yd_& ,+0,c’, (7

. | | sig >0
donde € 1” sig,_, =0

Es decir, valores negativos del residuo de la regre-
sion son interpretadas como malas noticias para
el mercado y los valores positivos representan las
buenas noticias. Las malas noticias tendran un
impacto (&, +7v | sobre la varianza condicional,
mientras que las buenas noticias solo impactardn
en f. Siy =1, se dice que existe el efecto de
apalancamiento (leverage effect); dicho efecto se
refiere al hecho de que a rentabilidades negativas
corresponda una mayor volatilidad condicional que
a rentabilidades positivas. Si y « (), se dice que el
impacto de las noticias es asimétrico.

Varianza condicional de los errores bajo el proce-

so TGARCH (1,1)

e Sig, , = (l(noticias negativas), la varianza con-
dicional es:

o =8, +(6, +yk’, +0a’ 8B)

e Sig, , = {l(noticias positivas), la varianza con-
dicional es:

a’=8,+8c!, +0a’, )

Observe que siy = i), la ecuacion (1) > (2); y: mide
el efecto de apalancamiento.

En otras palabras, si la innovacién es negativa el
umbral esta prendido, por lo que el efecto sobre
la varianza condicional es mayor, por una contri-
bucion. Mientras que si la innovacion es positiva,
el umbral esta apagado y no hay contribucion a la
varianza condicional.

Varianza incondicional de los errores bajo el pro-
ceso TGARCH (1,1)

Ahora, si
largo plazo) de los errores bajo una estructura

TGARCH (1,1) es

. =], la varianza incondicional (o de

- I";|'|
g =
© (B, +y +8,) (10)

El modelo univariante egarch

Modelo EGARCH (GARCH exponencial) [13]. En
1991 se define la curva de impactos asimétricos,
en la cual hacen notar que en el mercado de capi-
tales no repercuten igual las buenas noticias que
las malas noticias; los movimientos a la baja en el
mercado vienen con mayores volatilidades que a
la alza.

En 1991, Nelson[13] trabajo el modelo
exponencial GARCH,
EGARCH(1,1), el cual propone la siguiente ecua-
cién para estimar la volatilidad condicional

denotado como

Ina’ =&, +& P -y B Ine’, (11)

ﬁ.‘ | ﬁ I

Por lo tanto,

: h - g,
o _{rrI |j exp| 8, + 6, == +y ==L
o, "o,

(12)

Varianza condicional de los errores bajo el proce-

so EGARCH (1,1)

Si g, , =1 se tiene que la varianza condicional de
los errores es,
I _a =, LB 2
Ina; =8, +(8, +y }ﬁ— +ina, (13)

ysig, =l setiene que

- E .
Ino” =8, +(y -8, )L +Ino
neo, =, +(7 ,‘}n. +Ine ., (14)

Observe que si existe efecto de

apalancamiento.

¥ o=,

Varianza incondicional de los errores bajo el pro-

ceso EGARCH (1,1)

La varianza incondicional (o de largo plazo) de los
errores bajo una estructura EGARCH (1,1) es
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] l:\IEIII
G, =eXp| ——

; -6, (15)
Finalmente, comparando los modelos GARCH y
EGARCH se puede decir que un modelo GARCH
tiene la limitacion de que trata los efectos de modo
simétrico, debido que utiliza los cuadrados de las
innovaciones. Otra importante limitacion son las
restricciones que deben cumplir los parametros,
dichas restricciones eliminan el comportamiento
al azar-oscilatorio que pueda presentar la varianza
condicional. En un modelo EGARCH no hay res-

tricciones en los parametros.

PARTE Il

Modelo en tiempo continuo

INTRODUCCION

Algunos modelos clasicos en el estudio de series
de precios financieras asumen que la volatilidad
en los retornos permanece constante. En esta di-
reccion puede considerarse el modelo de Black &
Scholes (1973) [8], en el cual se concibe que la se-
rie de precios se ajusta a un proceso estocdstico
lognormal; el proceso de Ornstein-Uhlenbeck con
reversion a la media, desde el que se afirma que a
largo plazo la serie de precios en el tiempo retor-
na de manera sucesiva a cierto valor medio, y el
modelo de Cox-Ross-Rubinstein (1979) [3], el cual
supone que el precio del activo sube o baja en una
proporcién especifica con cierta probabilidad aso-
ciada en unidades discretas de tiempo.

En los modelos anteriormente mencionados, el
supuesto de volatilidad constante en los retornos
de la serie de precios del subyacente resulta ser
inadecuado puesto que un gran numero de series
financieras, no sélo colombianas, sino internacio-
nales, reflejan presencia de heterocedasticidad y
curtosis en los retornos, produciendo curvas de
distribucion leptocurticas y de colas anchas. Al-
gunos modelos alternativos que superan esta difi-

cultad han sido propuestos en el campo de las
matematicas financieras y la estocastica, incluyen-
do los modelos de volatilidad estocastica en tiem-
po continuo. En este escenario se considera que
tanto el precio como la volatilidad del activo sub-
yacente siguen un proceso estocastico, cada uno
de los cuales viene representado por una ecuacion
diferencial estocastica que admiten en conjunto
dos ruidos brownianos posiblemente correlaciona-
dos. En esta direccién se orientan los modelos
seminales de Hull & White (1987) [10], de Scott
(1987) [15], de Stein & Stein (1991) [16], de Heston
(1993) [9] y un modelo empirico de volatilidad
estocastica propuesto por Wilmott y Oztukel (1998)
[1]. Los siguientes apartados estan dirigidos a in-
troducir el concepto de volatilidad implicita, un
modelo general de volatilidad estocastica y el mo-
delo empirico de volatilidad estocastica.

VOLATILIDAD IMPLICITA

El modelo de Black & Scholes asume que el pre-
cio § de un activo sigue un movimiento browniano
geométrico para proponer una soluciéon analitica
al valor de una opcion de compra o de venta de
tipo europeo, F(1, &, K, » T.=), o denotado de
manera simple, ¢, 5}, donde K es el precio de
ejercicio convenido y T es la fecha de expiracion
de la opcion; la constante » es la tasa de interés
libre de riesgoy t = [{ ], .T"|‘

La volatilidad implicita, denotada por @, puede
definirse como el valor de la volatilidad para el
cual el precio de la opcion generado por el mode-
lo de Black & Scholes, se hace igual al precio de
mercado, esto es, {1, §1=V__ .

Conociendo en el mercado un conjunto de pre-
cios V' de una opcion europea sobre un activo fijo,
correspondientes a diferentes precios de ejercicio
K pueden hallarse a partir del modelo Black &
Scholes los respectivos valores de @, mantenien-
do los demds parametros fijos. Este proceso lleva
asociado el uso de un algoritmo numérico tal como
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el de Newton Raphson. En desacuerdo con el
modelo de Black & Scholes para la valoracion
de una opcién europea sobre un subyacente fijo,
el valor de la volatilidad @, varia con el precio de
ejercicio K. En consecuencia, puede darse el caso
de que, por ejemplo, en una opcién de divisas, la
volatilidad sea menor para opciones en el dine-
ro y se haga progresivamente mayor para aque-
llas dentro o fuera del dinero, formando lo que
se conoce como sonrisa de la volatilidad [14] [6]

(4] [20] [11].

La variacion de @, asociada a los cambios en el
precio de ejercicio de la opcion, K, forma curvas
conocidas como efecto sonrisa (smile) o muecas
(skew). La presencia de una volatilidad implicita
no constante sugiere una distribucién asociada a
los precios del activo subyacente, diferente a la
distribucion lognormal considerada en el conjun-
to de supuestos del modelo Black & Shcoles. La

51

1‘”\ e

(a) Distnbucion de precios para un activo

financienc.

curva de la distribucién de retornos reales es con
frecuencia leptocurtica y de colas mas anchas que
la distribucion normal.

De otro lado, la variacion de la volatilidad implici-
ta i7,, también se manifiesta con la variacion de la
fecha de expiracion 7. Asi, puede contemplarse
una superficie de volatilidad que se obtiene cuan-
do ambos, precio de ejercicio Ky fecha de expira-
ciéon T, varian. En la figura (1(a)), se representa
una distribucion lognormal y una posible distribu-
cién empirica seguida por los precios para un acti-
vo financiero. La figura (1(b)) muestra el efecto
sonrisa asociado a la distribucion empirica men-
cionada. Esto indica que la distribucion de los re-
tornos para un activo en el mercado tiene picos
mas altos y colas mas anchas respecto de la distri-
bucion normal de retornos asociada a la distribu-
cion lognormal de precios, tal como se muestra
en la figura (1(c)).

(b) Sonnsa de la volatlidad

Mercado

SOF TS

(c) Dhstnbucion de retornos para un activo financiero

Figura 1: Distribucion de precios, retornos y volatilidad implicita.
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VOLATILIDAD ESTOCASTICA

Uno de los supuestos fuertes en el modelo de Black
& Scholes es considerar la volatilidad g como un
pardmetro constante o deterministico, en tanto
puede conocerse como funcién del tiempo y del
precio del activo subyacente. Los retornos de los
precios de un activo en la realidad exhiben curvas
leptocurticas (high peaks) o con una gran desvia-
ciéon estandar (fat tails) y, por tanto, éstos no si-
guen una distribucion normal como lo sugieren
los retornos en el modelo de Black & Scholes.

Un proceso estocastico con volatilidad estocdstica
modela el cambio de la volatilidad implicita en el
modelo Black-Sholes cuando cambia la fecha de
expiracion T o el precio de ejercicio K. Un proce-
so de este tipo supone que el precio § de un activo
financiero satisface un sistema de ecuaciones dife-
renciales estocasticas dado por
dS,(S,,5,,t)= pSdt +a 54" (16)

da, (5,0,.0)= p(8,0,,t)dt+g(5,0,,0)dw A7)

en donde la volatilidad @, del precio § en (16) es
un proceso estocastico descrito por (17) que en ge-
neral representa un proceso de reversion a la
media, y el coeficiente |1 constante es la tendencia

2] N R b R 1
== +o0 S ——+ pogs,
of 2 0, choa 2

para una funcion i = Liz. 8, ), llamada precio
en el mercado del riesgo de la volatilidad, que
debe ser determinada. La afinacion de & depen-
de de argumentos econdmicos y por ejemplo en
Wiggins [18] se considera que & deberia ser pro-
porcional a la varianza y, =g’ Otros avances mas
recientes en la determinacion del precio en el
mercado del riesgo de la volatilidad # se han

hecho en [5].

en la tasa de crecimiento del activo. La notacion
7, se hace para enfatizar que la volatilidad es no
constante. Las funciones p y ¢ son la tendencia
de la volatilidad y la volatilidad de Ia volatilidad
del precio 5, respectivamente, y deben ser deter-
minadas. Por el momento puede considerarse que
ambas funciones, p y ¢ representan procesos de
reversion a la media [19] [20]. El modelo incorpo-
ra dos fuentes de aleatoriedad, [j-;':" y W que
son procesos de Wiener con correlacion p. De
este modo, el proceso de precios {5 01 <1 =T | no
esta completamente descrito por la relacién (16),
y el valor § esta condicionado a la informacion
5, @,y a la trayectoria seguida por la volatilidad
o, D=s=t )

Las ecuaciones (16) y (17) pueden conducir a la
implementacién de un algoritmo que simule, o
bien la solucion exacta, o bien una solucion nu-

mérica, para el proceso de precios {5 .0 <r=T}
[12]. De otro lado, si se desea valorar una opcion
europea bajo el modelo descrito (16)-(17), su pre-
cio sera ¥ (1,5 0 K, T;r] que denotamos de
manera simplificada por F(r, 5, o, ). Construyen-
do un portafolio libre de riesgo y bajo condicio-
nes de no arbitraje, puede verse que } satisface

la SDE [20]

&y , &V . OF
— S —d(p=hg)=—=rF =1
Jev a8 . ! Jes (18)

MODELO EMPIRICO DE VOLATILIDAD
ESTOCASTICA

Esta alternativa de trabajo para el estudio de la
evolucion de la volatilidad en el precio de un acti-
vo financiero fue propuesta por Paul Wilmott y
Asli Oztukel (1998) [1] en un estudio que ajusta
datos empiricos del indice Dow Jones a lo largo de
20 anos. Este modelo asume que la ecuacién (17),
de la volatilidad @, toma la forma
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do (o, ) =aic, )di + Pic, dW (19)

donde la tendencia afgm,] vy la volatilidad de la
volatilidad [i{m, ) son funciones sélo de @, y no
del precio &, del activo y del tiempo #; y donde
ademas los procesos brownianos asociados con
los procesos de volatilidad @, y de precios § no
tienen correlacién. Este modelo presenta ca-
racteristicas compatibles con los datos histori-
cos de la volatilidad del activo subyacente, y ha
mostrado ser adecuado en el estudio del com-
portamiento de la volatilidad en el precio de
un activo; solo se requiere la existencia de datos
que registren el valor que toma el activo subya-
cente a través del tiempo.

Antes de proceder a la descripcién del modelo,
es conveniente definir la densidad de probabili-
dad en estado estable de un proceso estocastico
y la ecuacion de Fokker Planck asociada a dicha

densidad.

Densidad de probabilidad en estado estable

Suponga que se tiene un proceso estocdstico
X = {-.', fefl= [T:L - ]j descrito por la ecuacion di-

ferencial estocdstica general para la variable x = x,

dy = A(x, N dt + B (x, n dW (20)

donde W es un movimiento browniano. Si
s, el con ¢ <y B es un conjunto boreliano so-
bre L1, entonces la probabilidad de que el proceso
estocastico X cambie del estado x a un estado v = B
en el intervalo [-.-_ "-l’ se conoce como probabili-
dad de transicién. Esta probabilidad es denotada
P{x, x; 1, v] y se determina por la siguiente rela-

cion [12].
Pis.x;t. By=P(X = Hl.‘l.'_ = x)
= .I'_"{:'II'I:— X {w)e .".EI- X = 1']

= J-l.u{.x. x5 v dy

21)

donde pis, x; 1, v} se denomina densidad de tran-
sicion y corresponde a la probabilidad de que la
variable x se mueva del estado (s, x) en el tiempo
s al estado (¢, y) en el tiempo 7. Asi, en la medida
de probabilidad Fis, x: 1, #] se consideran todas
las formas posibles como un fenémeno o sistema
puede evolucionar hacia un estado y & f a partir
de un estado anterior x a lo largo de un tiempo
finito f — s.

La densidad de probabilidad en estado estable,
o también llamada estacionaria o incondicio-
nal, 4ir), en caso de que exista, es una densi-
dad a largo plazo cuando t —» =, y se calcula
como

bir)= I d{x)pl(s o r)d (22)

resultando independiente del estado inicial del
proceso estocastico X.

Ecuacion de Fokker Planck

La ecuacion de Fokker Planck es una ecua-
cion diferencial parcial parabolica con condi-
cion inicial en el tiempo s y que se resuelve
para un tiempo f =8§.
forma

Esta ecuacion toma la

lf-.l'-" . | .E-::: (H':'.]",I']'IF) =

&t 24 o (Ax0p) @3)
y en ella se manifiesta el comportamiento
probabilistico de la densidad de transicién
pls, x; 1, viasociada al proceso estocastico X. Di-
cha ecuacion puede ser utilizada para conocer
la distribucion de los valores que el proceso X
puede tomar en el tiempo ¢ dado que su estado
inicial se conoce en el tiempo s. La forma de
ésta ecuacion puede deducirse de manera natu-
ral a partir de la funcion densidad de transicion
pls, x4 v) v haciendo una aproximacion
trinomial de la caminata aleatoria definida por

X [20].

Revista Ingenierias, Universidad de Medellin volumen 6, No. 11, pp. 105-123 - ISSN 1692-3324 - Julio-diciembre de 2007/236p. Medellin, Colombia



116

Carlos Alexdnder Grajales Correa, Fredy Ocaris Pérez Ramirez

Descripcion del modelo empirico de
volatilidad estocastica

Conociendo las formas funcionales @ (e, )y fi (e, ),
la ecuacion (19) queda completamente determi-
nada, y con este objetivo, el modelo se desarrolla
de la siguiente manera:

1. Laforma funcional de [} {7 | se asume que es
filo,)=ta] (24)

con ¢ y ¥ siendo constantes que se deben
hallar a partir de la serie de tiempo de precios
5 del activo subyacente. La forma funcional
para [§{a, ) debe ajustarse de la manera mas
precisa a los cambios reflejados a corto plazo
por la volatilidad .

A partir de (19), considerando que
;H-[':._\.'m-_: con L :UN(OLI) vy que si

L :LIN({0,1) entonces £

-

“[1: ¢/, se obtienen
las siguientes igualdades:

(do)’ =Pl )L dr
E(do)’ = |5[{T|:I'{.".f]|i|:?§3:|
|

AN

donde se aplico que dft* = did W = (0 por tra-
tarse de diferenciales de orden mayor que 1.
Ahora, tomando logaritmo natural en ambos
lados de la ultima igualdad, se verifica que

In E(do)” =2 In fie,) +1ndt

Por otro lado, si a partir de la serie de tiem-
po de precios del activo subyacente, se hace
una regresion lineal entre las variables
InEidas)’ v Inic,), entonces la recta de re-
gresion puede escribirse para a y b constan-
tes del siguiente modo

InE{da) =a+blnia, )+e

donde € es la perturbacion entre la regresion
lineal y los datos observados. La expresion
anterior puede escribirse de manera equiva-
lente como

2Inpio, )+ Indt = a+b Iniz, ).

En diversas series de tiempo financieras, es
frecuente hacer la regresion lineal que se ha
indicado [1], [20] y en ellas se confirma empi-
ricamente un ajuste lineal.

Si de la ultima ecuacion despejamos [iia, | se
obtienen las siguientes igualdades

1 b
Inpi{o,})=<(a-Indr)+<Ino,

1 -
Bio,)=exp ﬂe:—lmh}-‘ﬁ.‘ i

Finalmente, comparando la ultima igualdad
con la ecuacion (24) resulta que

b = exp| l;l[r.' Inde) (25)

h
I == (26)

lo cual justifica el supuesto inicial de que

fio y=taz].

Considere la funcion densidad de probabi-
lidad para o, p(c,.1). Sila anterior densi-
dad existe en estado estable y la denotamos
por pi_{e,), ysi, ademas, se asume que p_{e,)
es una densidad lognormal, entonces a par-
tir del conocimiento p_{i,1y de [i{s, | pue-
de calcularse la forma funcional de () a
través de la denominada ecuacion de

Fokker Planck.

La ecuacién de Fokker Planck, satisfecha por
la densidad de probabilidad p{m,, 1} asociada
a la volatilidad @, y que a veces se denomina
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como ecuacion de Kolmogorov hacia delan-
te, se presenta como:

gp 1 & , ad
Pz (p'p)

a2 0o Fis]

[ x|

donde haciendo que ¢ -3, con lo cual
p=p, o yasidp/ér=1sellega a:

dfa(c)p.) 14 (B0 r)
df‘!:__ _E des;
I (p (o, :;?,
s, )= : I‘ ( ©) )Lm.
2p, H'G.'
d (il ) p, :
alo,)==< ({ } {—

2p, s, P,

La constante de integracién ¢ resulta ser cero de
acuerdo a las condiciones de la distribucion pi, )
en estado estable [1], [20]. De esta manera se ob-
tiene

d f'r
1 (I }"J? o

{1[11.1—

Ahora, partiendo de que la distribucion de 2, es
lognormal, su forma es

1

plo, )=

—ewi—(nZ| | oy
Vanpo Ip° '
donde los coeficientes p v 7 pueden estimarse por
mdaxima verosimilitud para una distribuciéon
lognormal, a partir de la serie de volatilidades
moviles anualizadas. Cuando se introduce (28) en
(27), se obtiene que
i a1 |. |
aloc )=¢"o; ¥ —=-

W, & -

En resumen, el modelo empirico de volatilidad
estocastica establece que el comportamiento en la
volatilidad @, de un activo financiero con precio
5 se describe por

do, (o,t)=alo, )di+p (o, JdW,

plo,) =¢o

b =m:p[lzl.’_.r—lmf.'}

_ b

| 2 (30)
s I..II | I I_.GI-J.

als,) =éo; |~,—E—2P:In[nf|

donde las constantes a y b se calculan por
una regresion lineal entre las variables

InE/(de
sultan de un ajuste lognormal para la fun-
cién densidad de probabilidad en estado es-
table P, dee o,

]: y In{o, J; y las constantes p y & re-

PARTE IlI

Resultados

Para el analisis del S&P 500 de EEUU, el IPC de
México y el IGBC de Colombia, se tomo una
muestra desde el 2 de enero de 2003 hasta el 19
de abril de 2007. Las bases de datos fueron toma-
das de Reuters®.

RESULTADOS EN TIEMPO DISCRETO

En el cuadro (1) se muestran las estimaciones
realizadas, a partir de los modelos en tiempo
discreto, para las volatilidades de los retornos
de las series S&P 500, IPC y el IGBC. Puede
verse que para la primera serie, el modelo es-
timado fue un EGARCH(2,1), para la segun-
da, un modelo EGARCH(1,1) y para la terce-
ra, un modelo GARCH(1,1). Los anteriores
modelos se estimaron bajo el supuesto de in-
novaciones gaussianas utilizando el software

EVIEWS®.
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Parametros| S&P 500 IPC IGBC
Estimados |[EGARCH (2,1) | EGARCH (1,1) [GARCH (1,1)
3, -0.152974 -0.773267 8.73E-06
3, -0.176684 0.156517 0.297574
5, 0.235608 NA NA
v -0.078257 -0.137086 NA
) 0.989314 0.929084 0.695175

Cuadro 1: Estimacion de los Modelos Discretos

En la figura (2), se muestra para cada una de las
series mencionadas, la densidad de probabilidad
simulada de la volatilidad de los retornos en un

JEAmEa: 4R 83

[ wyma sgancelt cais
——— AU _EFOTE (4

-

(a) Volatilidad del S&P 500. valor p = 0.2907

posible escenario. Las simulaciones fueron corri-
das en MATLAB®. En esta figura se muestra un
ajuste lognormal a las volatilidades de los retor-
nos de las series S&P 500, IPC y el IGBC, como
también el valor p asociado con el test de
Kolmogorov Smirnov para una muestra, donde
la distribucion hipotética es la distribucion
lognormal. En cada caso, el test Kolmogorov
Smirnov sugiere que la volatilidad de los retornos
de las series financieras descritas sigue una distri-
bucion lognormal, a un nivel de significancia de
0.05, dado que el valor p fue mayor que 0.05 en
cada uno de los escenarios simulados.

aEnan 1P
m S Egarce it
4 ——— ALK SRS
¥
| ’]
] il ||
f 1
(™
F1Y
g o2 ol _:I.-I E.! !III
= C]

(b) Volatilidad del IPC. valor p=0.1899

. - = e
) 1 (=TT
- A Lagharenal
i
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BEF ’r
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- 1
- I
al
A\
|
asF |
1]
o F P o R W M
= a2 < ad 2.k i3 +
=t - ]

(c) Volatilidad del IGBC. valor p = 0.0557

Figura 2: Volatilidad de los retornos en el modelo discreto para las series financieras S&P 500, IPC,
y el IGBC. En cada grafica se muestra el valor p asociado al test de bondad de ajuste de Kolmogorov
Smirnov para una muestra a un nivel de significancia de 0.05.
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RESULTADOS EN TIEMPO CONTINUO

La metodologia de estimacion de los pardmetros
@.%. Py & en el modelo continuo de volatilidad
estocastica fue implementada en Microsoft®Office
Excel y se describe a continuacion.

Implementacion en Excel de la estimacion del
modelo continuo de volatilidad estocastica

1. Se halla la serie de retornos logaritmicos dia-
rios a partir de la serie financiera

2. Se calcula la serie de volatilidades para los re-
tornos mediante media movil simple en una
ventana de tamafo 15, y se anualiza

3. Se estiman los pardametros p, y & por maxima
verosimilitud para una distribucién
lognormal, a partir de la serie de volatilidades
moviles anualizadas

4. Se calcula la serie e )

5. Se agrupa en clases la variable 7y se calcula
su frecuencia relativa en cada una de las clases

6. Paradichas clases se calculan las variables Infs |
yln E{da, ) |yse hace la regresion, sugeri-
da en el apartado (8.3), entre ellas

7. Se estiman los pardmetros ¢ y v a partir de
dicha regresion.

En el cuadro (2) se muestran las estimaciones reali-
zadas para la volatilidad de los retornos de las se-

ries S&P 500, IPCy el IGBC, a partir del modelo

continuo de volatilidad estocastica desarrollado.

Parametros| S&P 500 IPC IGBC
Estimados
0 0.508400 0.681834 1.133636
Y 0.410700 0.66415 0.838150
p 0.327664 0.346323 0.554850
T 0.109319 0.152458 0.171367

Cuadro 2: Estimacion del Modelo Continuo

Con las estimaciones mostradas en el cuadro (2)
es posible realizar algunas simulaciones de la
volatilidad de los retornos para las series estableci-

das. De esta manera, en la figura (3) se muestran
las funciones densidad de probabilidad, real y si-
mulada, para un posible escenario, de cada una de
las series financieras, S&P 500, IPC vy el IGBC.
Las simulaciones fueron corridas en MATLAB®.
Debe anotarse que la densidad real corresponde a
la densidad de probabilidad para la serie de la
volatilidad anualizada de los retornos, mediante
media maévil simple en una ventana de tamafo
15, y la simulada, corresponde a la densidad de
probabilidad para la serie de datos simulados, lo-
grados con las ecuaciones dadas en (30).

La figura (3) también muestra los ajustes
lognormales para las densidades asi definidas, dado
que, la construccion del modelo continuo, desa-
rrollado en la seccion (8), considera que la fun-
cion densidad de probabilidad de 7, existe en es-
tado estable, y se asume que en tal estado es
lognormal. Por otra parte, la figura (3) muestra el
valor p correspondiente al test de bondad de ajus-
te Kolmogorov - Smirnov para dos muestras a un
nivel de significancia de 0.05, en cada escenario
simulado. La hipotesis nula del test, /i, es que
ambas muestras, real y simulada, provienen de una
misma distribucién continua y la hipotesis alter-
nativa, f , es que las muestras provienen de dife-
rente distribucion continua. Puede observarse que
para los escenarios simulados el test sugiere que
las muestras, real y simulada, provienen de una
misma distribucion de probabilidad continua, dado
que el valor p fue mayor que 0.05 en cada caso.

Finalmente, la figura (4) muestra un ajuste
lognormal a las series S&P 500, IPC y el IGBC,
como también el valor p asociado con el test de
Kolmogorov Smirnov para una muestra, donde
la distribucion hipotética es la distribucion
lognormal. En cada caso, el test Kolmogorov
Smirnov sugiere que la volatilidad de los retornos
de las series financieras descritas sigue una distri-
bucion lognormal, a un nivel de significancia de
0.05, dado que el valor p fue mayor que 0.05 en
cada uno de los escenarios simulados.
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{c) Volatihidad del IGBC. valor p = 0.1421

Figura 3: Volatilidad de los retornos en el modelo continuo
para las series financieras S&P 500, IPC, y el IGBC. En cada grafica
se muestra el valor p asociado al test de bondad de ajuste
de Kolmogorov Smirnov para dos muestras,
real y simulada, a un nivel de significancia de 0.05.
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(c) Volatilidad del IGBC. valor p = 0.1779

Figura 4: Volatilidad de los retornos en el modelo continuo
para las series financieras S&P 500, IPC, y el IGBC. En cada grafica
se muestra el valor p asociado al test de bondad de ajuste
de Kolmogorov Smirnov para una muestra a un nivel
de significancia de 0.05.
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CONCLUSIONES ¥ PASOS A SEGUIR

Se estimaron los parametros para los indices bur-
satiles S&P 500 de EEUU, IPC de México y el
IGBC de Colombia, bajo la familia de modelos
ARCH, que son en tiempo discreto, y bajo un
modelo empirico de volatilidad estocastica, que
es en tiempo continuo, detallado por Paul

Wilmott y Asli Oztukel.

Es razonable estimar la volatilidad de estos indices
bajo los modelos ARCH o bajo el modelo empiri-
co en tiempo continuo. Estos modelos pueden ser
aplicados posteriormente en la evolucién tempo-
ral de la distribucion de la volatilidad y en la valo-
racion de derivados sobre dichos indices, puesto
que en un gran numero de escenarios simulados,
en ambos casos, se reflejan caracteristicas
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