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RESUMEN

La reparametrizacién de las mallas triangulares es uno de los procesos fundamen-
tales usados por casi todos los sistemas de procesamiento geométrico. La mayoria
de trabajos se han enfocado en el remallado triangular; el problema igualmente
importante de la reparametrizacién de superficies trianguladas en cuadrilateros ha
permanecido por mucho tiempo sin direccién. A pesar de la falta relativa de aten-
cion, la necesidad de métodos de reparametrizacidon cuadrilaterales de calidad es de
gran importancia en varias dreas de computacion gréfica y vision por computador.
En este articulo se muestra un acercamiento al problema de cuadrilaterizacion de
mallas triangulares. Aplicando un analisis de la teoria de Morse a los valores propios
de una malla laplaciana, se implementa un algoritmo que cuadrilateriza superficies
triangulares. Debido a las propiedades del operador laplaciano, los parches cuadri-
laterales resultantes se forman adecuadamente y se levantan directamente de las
propiedades intrinsecas de la superficie.

Palabras clave: cuadrilaterizacion, teoria de Morse, analisis espectral, mallas
triangulares.
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QUADRILATERALIZATION OF A TRIANGULAR NET
USING SPECTRAL ANALYSIS AND MORSE THEORY

ABSTRACT

Reparametrization of triangular nets is one of the basic processes used by almost
all geometric processing systems. Most works have been focused on the triangular
netting. A problem which is also important about triangled surface reparametriza-
tion in quadrilaterals has gone adrift for a long time. In spite of a relative lack of
attention, a need for quality quadrilateral reparametrization methods is extremely
important in several areas such as graphic computation and computer visualization.
This article shows an approach to the trlangle net quadrilateraliization issue. By
applying Morse theory to Laplace’s net own values, a logarithm which quadrilatera-
lizes triangular surfaces is implemented. Due to the properties of Laplace’s operator,
resulting quadrilateral patches are appropriately formed and directly lifted from
intrinsic properties of the surface.

Keywords: quadrilateralization, Morse theory, spectral analysis, triangular nets
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INTRODUCCION

Las mallas triangulares con frecuencia exhi-
ben varias deficiencias. Ellas son frecuentemente
parametrizadas con resoluciones inapropiadas, y
tipicamente contienen muchos elementos forma-
dos de manera inadecuada. Debido a la constante
ocurrencia de mallas deficientes, la habilidad de
segmentar las superficies en regiones formadas
adecuadamente y de reparametrizar superficies
con mallas bien formadas es de importancia cri-
tica en casi todos los sistemas de procesamiento
de mallas.

La mayoria de trabajos reportados en la litera-
tura sobre métodos de remallado se han enfocado
en el problema de producir mallas triangulares.
Sin embargo, la habilidad para producir mallas
cuadrilaterales es también de gran importancia.
Los cuadrilateros son las primitivas preferidas para
el modelamiento de muchos objetos y en muchos
dominios de aplicacién. Muchas formulaciones de
subdivision de superficies como los Splines y las
NURBS requieren bases cuadrilaterales complejas;
descomponer una superficie en cuadriliteros bien
formados provee un medio casi natural para la
construccion de parches NURBS. Recientemente
se han desarrollado métodos para cuadrilaterizar
automdticamente superficies complejas (Dong et al,
2005); dichos métodos son bastante complicados,
dificiles de implementar y cuentan con multiples
componentes heuristicos.

En este articulo, se presenta una metodologia
para construir bases cuadrilaterales complejas sobre
superficies trianguladas de topologia arbitraria.
En contraste a las aproximaciones basadas en
agrupamiento heuristico, la metodologia expuesta
sugiere trabajar sobre las propiedades intrinsecas
de la forma de la superficie. Esta cuadrilateraciéon
base produce mallas compuestas exclusivamente de
cuadrildteros y con un numero pequenio de pun-
tos. Para descomponer una superficie en parches
cuadrilaterales, se introduce un analisis de la teoria

de Morse del espectro de la malla triangulada. Los
vectores propios de la matriz laplaciana discreta
son usados para definir los campos escalares sobre
una superficie triangulada, tal que el extremo de
un campo dado se da a una frecuencia deseada.
La extraccién del complejo Morse-Smale de los
campos escalares provee una descomposicion de
la superficie que es cuadrilateral en superficies
complejas y con topologia arbitraria.

|. REVISION DE LA LITERATURA

Una malla dada representa un muestreo or-
ganizado de algunas superficies fundamentales,
descompuestas en una coleccién arreglada de
poligonos. Sin embargo, este muestreo no provee,
generalmente, un ajuste deseable para todas las apli-
caciones. Consecuentemente, el reparticionamien-
to y el remuestreo de una malla son herramientas
necesarias en los sistemas de procesamiento de
mallas. Esto estd involucrado en un niimero con-
siderable de problemas, que han sido extensamente
estudiados. Aqui se revisan los m4s relevantes.

.1 Remallado

Las mallas de superficie producidas por siste-
mas de reconstruccién automdtica son frecuente-
mente mal preparadas por pasos de procesamiento
subsecuentes. Su densidad de muestreo es frecuen-
temente insensitiva a la forma subyacente y ellas
tienden frecuentemente a exhibir artefactos inde-
seables tales como vértices de alta valencia, angulos
muy pequefos o muy grandes, distribuciones de
bordes pobres, etc. Consecuentemente, muchos
métodos de remallado han sido desarrollados para
corregir estas deficiencias.

1.1.1

Simplificacién de la malla.

Las mallas pueden ser construidas desde nubes
de puntos, datos de rango y de extraccion de isosu-
perficies. La forma objetivo puede casi siempre ser
representada muy bien usando unos poligonos dis-
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tantes entre si. Muchos métodos de simplificacion
de superficies han sido desarrollados para derivar
tales aproximaciones simples automdaticamente
(Garland et al, 2001). La mayoria de algoritmos
de simplificacion operan aplicando una primi-
tiva de mortandad, tal como la contraccién de
bordes (Hoppe et al, 1993), o levantamiento de
vértices (Schroeder, 1992). Una aproximacion
mas general es la aplicacion operativa de operacio-
nes, tales como la contraccion de bordes sin una
busqueda de optimizacion global (Hoppe, 1993).
Estos métodos se enfocan en la adaptacion de la
conectividad de la malla. Un énfasis similar en
direccion al remuestreo de la superficie puede ser
visto en métodos que construyen una descompo-
sicion global de la superficie en parches, los cuales
son poligonizados para producir una malla final

(Cohen-Steiner, 2004).

I.1.2 Remallado semi-regular.

El objetivo de los trabajos en esta 4rea es redu-
cir la complejidad de la malla, mientras se mantie-
ne la fidelidad geométrica; las medidas de calidad
tal como el grado de los vértices y la regularidad
de la malla son generalmente ignoradas. Para un
patrén de métodos de analisis de malla multi-reso-
lucion, el maximo interés estd, en cambio, en que
la malla tenga la mejor regularidad posible. Asi
la estructura de la malla regular es importante, en
parte, porque esta puede ser derivada por opera-
ciones de subdivision de mallas recursivas.

Los esquemas de remallado semiregular
aproximan este problema a un proceso de dos
pasos. Primero, ellos descomponen la superficie
en un conjunto de triangulos o parches cuadrila-
terales. Segundo, ellos remuestrean cada parche
por subdivision recursiva. Eck et al (1995), usan
la descomposicién de Voronoi para crear un
conjunto de parches de base triangular. De for-
ma similar, los sistemas MAPS (Lee et al, 1998)

construyen un dominio de base triangular por

simplificaciéon. Ambas son disefiadas para usarlas
como la etapa inicial en analisis de subdivision de
superficies. Mds recientemente, esta aproximacion
fundamental ha sido extendida por construccion
de mallas normales [Friedler], las cuales se enfocan
primariamente en la eficiencia codificada de la
jerarquia multi-resolucién y en la parametrizacion
suave global (Khodakovsky et al, 2003), y producen
un alto grado de suavidad paramétrica alrededor
de los limites de parches triangulares.

En contraste al caso triangular, comparati-
vamente pocos trabajos se han centrado en el
problema de construir mallas cuadrilaterales semi-
regulares. La aproximacion mas comun ha tomado
esta para construir una descomposicion no-cua-
drilateral, de la cual una cuadrilaterizacion ha sido
derivada. Eck y Hoppe (1996) inician construyen-
do una base triangular compleja. Ellos resuelven
un problema de emparejamiento maximo sobre
el grafo dual de este complejo, uniendo todos los
tridngulos pares en cuadrilateros. Similarmente,
Boier-Martin et al (2004) producen un agrupa-
miento arbitrario de la superficie en conjuntos de
caras conectadas, en las cuales los limites deben ser
poligonos de algiin tipo y entonces cuadrilaterizan
estos poligonos.

1.2 Analisis de superficies

1.2.1 Teoria de grafo espectral.

Los valores y vectores propios de la matriz la-
placiana discreta proveen una formulacion natural
del espectro de un grafo, y consecuentemente de
una malla. El estudio de este espacio propio (co-
nocido como la teoria de grafo espectral) es una
rama de las matemadticas que produce resultados
fascinantes (Dong et al, 2005). Como la descom-
posicion espectral de una malla expone una gran
distribucion de esta estructura, esto ha sido satis-
factoriamente aplicado en muchas formas. Esto
define un dominio de frecuencia natural sobre
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la malla, y provee un atractivo formalismo para
suavizado de superficies y procesamiento de sefia-
les en mallas (Weber et al, 2002). La retencion y
cuantizacion de solo las bandas de frecuencia mas
importantes provee un medio muy efectivo para
la comprension de la geometria de la superficie
(Hoppe, 1996): el vector propio correspondiente
al primer valor propio diferente de cero (el vector
Fiedler) que ha sido usado con gran éxito para la
biseccion de grafos (Hendrickson y Leland, 1995).
Similarmente, este puede ser usado para proveer
un ordenamiento de alta localidad para datos de
malla. El vector Fiedler, junto con el vector propio
subsecuente, puede ser usado automdticamente
para grafos embebidos en el plano en una manera
estética satisfactoria (Khodakovsky et al, 2003) y
(Friedel et al, 2004).

1.2.2 Teoria de Morse.

Elementos de la teoria de Morse datan desde el
siglo XIX, pero esta fue desarrollada completamen-
te, después; primero, para funciones continuas en
superficies suaves (Milnor, 1963)y (Morse, 1925)y
mas recientemente para mallas (Edelsbrunner et al,
2003). En computacién gréfica, la teoria de Morse
relaciona estructuras de datos topoldgicas y ha sido
aplicada en isosuperficies, mallas de superficies y
busqueda en bases de datos (Hilaga et al, 2001). En
este articulo, se usa el complejo de Morse-Smale
como una cuadrilaterizacion inicial de las superficie
enmallada, usando, como una funcién Morse, uno
de los vectores propios Laplacianos, siguiendo el

esquema de Bremer (2004) y Dong et al (2005).

2. ANALISIIS ESPECTRAL DE MALLAS
Y TEORIA DE MORSE

De manera general, el analisis espectral trata de
inferir caracteristicas topologicas del objeto a través
de funciones matematicas. Este analisis espectral
arroja un espectro, lo que viene a ser un conjunto
de valores y vectores propios de una matriz que

ha sido inferida de la malla triangular. El analisis
espectral se apoya en la teoria de Morse. Esta teoria
escoge unos puntos representativos de los vértices
de la malla triangular, que son los puntos criticos de
Morse, los cuales seran posteriormente los vértices
de los cuadrilateros.

La aplicacion de la teoria de Morse para mallas
triangulares implica resolver una forma discreta
de la ecuacion del laplaciano, para encontrar una
funcion Morse que describa la topologia represen-
tada en la malla triangular. En este sentido, pueden
existir puntos criticos adicionales a la caracteristica
de la superficie, que produzcan un dominio base
que represente adecuadamente la geometria tanto
de la misma topologia como de la malla original,
y también puede agruparse la malla en parches
mejorados. En este trabajo se aplica la teoria de
Morse a mallas triangulares de una manera mas
robusta, teniendo en cuenta los puntos de silla y la
preservacion de bordes, encontrando una funcién
Morse que sea apropiada a un nimero determina-
do de puntos criticos.

Esta teoria se basa en el laplaciano para encon-
trar las funciones armonicas de una funciéon dada.
La teoria de Morse relaciona la topologia de una
superficie S con su estructura diferencial especifica-
da por los puntos criticos de una funcion de Morse
f: f:S— R (Nietal, 2004)y esta relacionada con
el analisis espectral de mallas.

2.1 Analisis espectral de mallas

El analisis espectral se realiza calculando ini-
cialmente el laplaciano. El operador laplaciano dis-
creto en funciones lineales de pedazos de superficie
sobre superficies trianguladas esta dado por:

Af, = Y W, (= 1) ()
JEN;

Donde N, es el conjunto de vértices adyacentes

al vértice iy W, es un peso escalar asignado a la

arista dirigida (i,j). Este calculo se puede observar
en la figura 1, en la cual los puntos de los vértices,
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indican los vértices vecinos sobre el que se hace
la sumatoria sobre la que se calcula el laplaciano
discreto.

Fuente: la autora

Figura 1. Célculo del Laplaciano discreto sobre
un vértice

Para cada grafo libre de cualquier geometria
embebida, es habitual usar la definicion de pesos
combinatorios , =1/deg(i). Sin embargo, para su-
perficies multiples la opcion apropiada, son los
pesos armoénicos discretos sugeridos por Dong et

al (2005):

1
W, = —5(cot0cif +cot ;)

2)

donde @, y B; son los dngulos opuestos al borde

(i,j).

Representando la funcién f por el vector
columna de sus valores hacia todos los vértices
f =[ff,..f.]", podemos reformular el laplaciano
CcOomo una matriz:

Af =-Lf €)

donde la matriz laplaciana L tiene las siguientes
entradas:

Zk W, Siis,
Lg/ =3 —W; Si(i,) es una arista de M, (4)
0

En cualquier otro caso.

Los valores propios A, =0<4, <...<A, de L for-
man el espectro de la malla S, ademas de describir
el cuadrado de la frecuencia y los correspondientes
vectores propios €,€;,..,8, de L definen las fun-
ciones lineales de pedazos de superficie sobre S de
las mas altas frecuencias progresivamente (Weber

et al, 2002).

2.2 Teoria de Morse

Dada una funcion real sobre alguna superficie,
la teoria de Morse conecta la geometria diferencial
de una superficie con su topologia algebraica; esta
teoria describe la conectividad de la superficie, a
partir de la configuracion de los puntos donde
la funcion del gradiente decae. Tales puntos son
llamados puntos criticos (estos son: minimos,
maximos y puntos de silla). La teoria de Morse
ha sido utilizada en graficos y visualizacion por
computador, para analizar diferentes funciones
reales. Un ejemplo son los datos de terrenos, los
cuales estan definidos por una funcién de altitud
en el plano, en donde la teoria de Morse puede
identificar caracteristicas topologicas, controlar
su simplificacion y organizarlas en jerarquias de
multi-resolucion (Bremer et al, 2004).

2.2.1 Puntos criticos.

El procedimiento propuesto en esta etapa
estima una cuadrilateracion inicial de la malla
utilizando el andlisis espectral mediante teoria de
Morse. Inicialmente, se obtienen los vértices de los
cuadrildteros como un conjunto de puntos criticos
de una funcion Morse. Sea ¢ € Sc R* un punto
en una superficie S, en un vecindario continuo
parametrizado por (u,v) (Dong, et al, 2005):

e Unpunto ce M escriticosi f,(¢) = f,(c)=0 con
valor critico f(c), de otra manera es regular.

Universidad de Medellin



Cuadrilaterizacién de una malla triangular usando analisis espectral y teoria de Morse

163

* El punto critico ¢ es degenerado si
1) f.,(©)=2f, (c) =0, de otra manera es Morse.

La funcion f es llamada funcion de Morse si
todos su puntos criticos son no degenerados.

Siendo A, <A, dos valores propios de la hes-
siana de una funcion f, con sus correspondientes
vectores propios, el indice de un punto critico de
Morse es el numero de valores propios negativos
de su hessiana, por tanto éste puede clasificarse en
(Edelsbruner et al, 2003):
e  Minimo (indice O, f incrementa en toda las

direcciones).

e Punto desilla (indice 1, f cambia en decremen-
tos e incrementos cuatro veces alrededor de un
punto).

e Maiaximo (indice 2, f decrementa en todas las
direcciones).

En la figura 2, se observa la configuracion de
los puntos criticos. La parte a indica un punto re-
gular. Para la parte b, se observa como se halla un
maximo cuando todos en el vecindario son mini-
mos. En la parte ¢, se observa como es un minimo,
cuando todos los de alrededor son maximos. Las
partes d y e indican puntos de silla.

0 00 M 00 e

Regular Miéximo Minimo Morse Saddle Monkey Sad
(m=0) (ind=2, m=1 (ind=0, m=1) (ind=1, m=1) ind=1, m=2
a. b. d. e.

Fuente: Edelsbrunner, Harer y Zomorodian, 2003

Figura 2. Ejemplos de vértices criticos y regulares

2.2.2 Complejo de Morse-Smale

El complejo de Morse-Smale es obtenido
mediante la conexién de un conjunto de puntos
criticos que pertenecen a un campo propio de
la matriz laplaciana. La definicion de un campo
propio se obtiene seleccionando el conjunto de
vectores asociado a un valor solucién del sistema
de ecuaciones. Como la funcion de Morse repre-
senta una funcion sobre la malla, cada valor propio
describe el cuadrado de la frecuencia de dicha fun-
cion. Asi, la seleccion de cada valor propio indica
directamente la cantidad de puntos criticos que
posee la funcion. Para valores de frecuencia altos,
mayor numero de puntos criticos se obtendran.
Esto permite representar cada objeto con un nu-

mero variable de parches de superficie. El campo
propio asigna valores de funcién para cada vértice
de la malla, lo que permite determinar si un vértice
de la malla es un punto critico de la funcion de
Morse. Adicionalmente, de acuerdo con un con-
junto de valores obtenidos como el vecindario del
primer anillo de cada vértice, es posible clasificar
los puntos criticos como maximos, minimos o
puntos de silla. La identificacion y clasificacion de
cada punto critico permite construir el complejo
Morse-Smale.

Una vez obtenidos y clasificados los puntos
criticos, estos se deben conectar para formar la
base cuadrilateral de la malla. La conexion de los
puntos criticos se inicia seleccionando un punto
silla y construyendo dos lineas de ascenso incli-
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nadas y dos lineas de descenso declinadas. Las
lineas inclinadas se forman como un conjunto de
vértices que terminan en un punto critico maximo.
Inversamente, una linea de descenso se forma por
el camino de vértices que terminan en un punto
critico minimo. Sin embargo, existen casos en los
que no es posible determinar el conjunto de dos
liineas ascendentes y dos descendentes. Se debe te-
ner en cuenta que dos caminos pueden ser unidos
s6lo si ambos ascienden o ambos descienden.

Después de calcular todos los caminos, se
divide S en regiones cuadrilaterales que forman
las células del complejo de Morse-Smale. Especi-
ficamente, se desarrolla cada cuadrilatero de un
tridngulo incidente a un punto de silla sin cruzar
nunca un camino (ver figura 3):

Q@Minimo @ PuntodeSilla & Maximo

Fuente: la autora

Figura 3. Cuadrilateros formados por el
complejo de Morse-Smale

3. EXPERIMENTOS Y RESULTADOS

Las pruebas visuales para cada una de las fases
de este trabajo fueron obtenidos utilizando un

procesador AMD Semprom a 3,0GHz con 512Mb

de Memoria. El lenguaje de programacion utiliza-
do fue C++ con motor grafico OpenGL y como
plataforma de desarrollo Builder 5.0.

La generacion de la malla cuadrilateral y la re-
presentacion computacional de los modelos fueron
probados con dos imagenes de rango de objetos rea-
les: la primera es la “pera”, utilizada por su geometria
suave; la segunda es el objeto “moai” el cual tiene
topologia arbitraria muy irregular. En las figuras 4y 6
se pueden observar los puntos criticos resultantes de
diferentes configuraciones de armonicos para ambos
objetos. En las figuras 5y 7, la malla cuadrangular se
ajusto adecuadamente a la geometria de los objetos,

independiente de su topologia.

v v

{c) . = 8,54 puntos criticos.

Fuente: la autora

Figura 4. Puntos criticos arrojados por la teoria
de Morse para el objeto pera
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(a) & = 4,29 parches.

(a) & = 2,18 puntos criticos

(b) A — 4,36 punlos crilicos

(¢) & — 6,60 puntos criticos.

{c) A = 8,68 parches.

Fuente: la autora

Figura 5. Cuadrilaterizacion obtenida mediante
el complejo MS para el objeto pera

Fuente: la autora

Figura 6. Puntos criticos arrojados por la Teoria
de Morse para el Objeto Moai
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(a) b = 2,22 parches.

(c) A — 6,78 parches.

Fuente: la autora

Figura 7. Cuadrilaterizacion obtenida mediante
el complejo MS para el objeto moai

5. CONCLUSIONES

En este trabajo, se han explorado y desarro-
llado el analisis espectral y la teoria de Morse en
mallas triangulares para generar mallas cuadrilate-
rales. La teoria discreta de Morse garantiza que sin
importar la complejidad topologica de la superficie
que representa la malla triangular, se obtenga una
descripcién cuadrilateral completa, es decir, que
es posible dividir completamente la superficie de
los objetos mediante cuadrilateros. La obtencion
de un niimero determinado de puntos criticos, de-
pende exclusivamente del arménico seleccionado.
Se usa la teoria de Morse para analizar la estructura
de los campos propios laplacianos de la superficie
y asi producir cuadrildteros que se generan direc-
tamente sobre la forma intrinseca de la superficie.
Ademis, el uso del complejo de Morse-Smale es
robusto topologicamente y garantiza que la base
compleja sea siempre cuadrilateral, evitando asi
las ambigtiedades entre cuadrilateros.
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