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RESUMEN

En este articulo se muestra que el modelo esférico de Lagrange para las inte-
grales elipticas es interpretable como un computador analégico. Ademas del lema
fundamental que sustenta la analogia, se presentan ejemplos de calculo para las
amplitudes de la suma y la diferencia de dos amplitudes elipticas dadas. En el com-
putador analdgico, estas operaciones se materializan por medio de construcciones
con regla y compas esféricos. A lo largo de la presentacién, se discuten las ventajas y
desventajas del procedimiento propuesto. Al final, se esbozan algunas conclusiones
sobre los métodos usados y sobre un posible método hibrido para la aproximacion
numérica de las amplitudes elipticas.

Palabras clave: funciones e integrales elipticas, trigonometria esférica, compu-
tadoras analogicas, construcciones geométricas.
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LAGRANGE’S ANALOG CALCULATOR
FOR ELLIPTIC INTEGRALS

ABSTRACT

In this paper, we show that Lagrange’s spherical model for elliptic integrals can
be understood as an actual analog computer. In addition to proving the fundamental
lemma establishing analogy, we provide examples which show a way to compute the
amplitude of the addition (and subtraction) of two elliptic integrals. In our compu-
ter, these operations are performed by using a spherical compass and a spherical
straightedge. We also discuss the pros and cons of our procedure. At the end, we
draw some conclusions concerning the possibility of alternative hybrid numerical
solutions to the elliptic amplitudes.

Key words: elliptic functions, elliptic integrals, spherical trigonometry, analog
computers, geometric constructions.
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INTRODUCCION

La circunferencia y la esfera no sélo son figuras
geométricas que ayudan a modelar el mundo, sino
también poderosas formas del pensamiento que
inspiran la construccion de maquinas de célculo.
Ademas del astrolabio y la esfera armilar, baste con
mencionar el antiquisimo mecanismo de Anticitera
(1] y el integrador mecdnico sonado por Coriolis
(2], ancestro comun del analizador diferencial y
del intégrafo.

Cuando dos realidades matematicas o fisicas se
describen por una misma ecuacion diferencial, una
de ellas puede usarse para inferir comportamientos
o predecir sobre la otra. Este es el principio de los
computadores analogicos. El auge de la electronica
ha hecho que hoy predominen las calculadoras
analdgicas eléctricas [3]; aunque también existen
mecanicas e hidrdulicas. En este articulo se des-
cribe un modelo mecanico que utiliza una esfera
para calcular la amplitud de la adicion de ciertas
integrales elipticas.

Las integrales elipticas surgen naturalmente
en problemas de Fisica e Ingenieria. Entre otros
muchos contextos, ellas aparecen en el estudio del
péndulo simple no linealizado, la flexion de una
barra delgada [4] o el campo magnético generado
por n bobinas alineadas axialmente [5]. De por s,
ellas constituyen una clase completa de integrales
conocidas desde los albores del célculo infinitesi-
mal [6] que vieron su cenit a finales del siglo X VIII,
justo antes de que el interés de los matemdticos se
dirigiera hacia la moderna teoria de la funciones
elipticas. Una integral eliptica (de la primera espe-
cie) puede reducirse siempre a la forma

¢
F(¢)=IZ—Z,OS¢S%

donde Ap=+1-k’sen’p,para 0 < k < 1

fijo. En general, estas integrales no se dejan
tratar por los métodos usuales de integracion

y, asi, no es posible evaluarlas por medio de
funciones elementales. Por ello, se acostumbraba
aproximarlas numéricamente para valores
igualmente espaciados de ¢ y presentarlas en
forma de tablas. Hoy, el computador digital
facilita grandemente el computo de dichos valores
aproximados. En contraste, el procedimiento de
computo que se describe mas adelante es puramente
analdgico.

Las propiedades mds importantes de estas in-
tegrales se desprenden de la solucion al problema
con valor inicial

Ay dp+Apdy =0,y =(p=0)=pn. (1)

En verdad, la férmula de adicién es valida si
y solo si se cumple la identidad de Lagrange

COS 11 = COS ¢ cosy — sen ¢ semyAp 2

A menudo conviene escribir u = F(¢) y
u = F(u). La inyectividad de F permite entonces
escribir y . De esta forma, la formula de adicion se
reducea p=F"' (u +v).

Ya que F se extiende naturalmente a una

funcion impar en el intervalo —£S¢ S%, el
cambio de signo F(—W):—V produce la for-

L _ . .
mula de substraccion 0 =F ' (u—=v),si y solo
si COsL =cos@cosy +seng sen WA . Esta es

la solucién al problema Aw.do—A@.dy =0,
w =(p=0)=p.Los detalles matemiticos e
historicos de la teoria de las integrales elipticas
se pueden consultar en el completisimo texto de

Bellachi [7].

En la primera seccion del articulo se prueba
que la ecuacion diferencial que satisface cierto tipo
de deformacion de un triangulo esférico coincide
esencialmente con (1). De esta manera, el estudio
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de la dindmica de dichos tridngulos esféricos provee
un modelo para estudiar las integrales elipticas y
sus formulas de adicion. La segunda seccion esta de-
dicada a nuestra interpretaciéon del procedimiento
de Lagrange para calcular la amplitud de la sumay
la resta de dos integrales elipticas. No conocemos
ningun documento donde se relacione este procedi-
miento con las construcciones con regla y compds.
Ademis, se presenta un ejemplo completo de cdl-
culo con ayuda de los teoremas de la trigonometria
esférica. La seccion finaliza con una evaluacion
de las ventajas y desventajas del método analogico
propuesto. La seccion tres discute el asunto de la
construccion de tablas para d4ngulos igualmente
espaciados. Alli se hace necesario apelar a la teoria
de los tridangulos esféricos rectangulos. Al final, se
esbozan algunas conclusiones sobre lo encontrado
y sobre posibles sendas a seguir en el futuro.

1. ANALOGIA ESFERICA

Lagrange (8] se percato que las identidades para
cos vy cos |1 son casos de la ley de los cosenos de
la trigonometria esférica, seguin el vértice opuesto
sea agudo u obtuso. Este hecho lo llevo, proba-
blemente, a buscar un modelo para las integrales
elipticas en la esfera.

De ahora en adelante se asume que el lector
estd familiarizado con los elementos béasicos de la
trigonometria esférica; tal como se presentan, por
ejemplo, en Ayres [9]. Sea, pues, ABC un triangu-
lo esférico de lados a, b, ¢, con 4ngulos opuestos
respectivos o vértices A, B, C. Cuando ABC se
deforma suavemente, sus lados a, b, c son funciones
diferenciables de cierta variable independiente t, a
la que se interpreta como tiempo.

Definicion 1.1. (Deformacion lagrangiana). Se
dice que ABC estd sufriendo (instantdneamente) una
deformacion lagrangiana si las velocidades de Cy ¢ son
nulas mientras que las velocidades de a y b yacen sobre
las rectas tangentes a CB y CA en los puntos B y A,
respectivamente, v. (Figura 1).

Para todo lo que sigue, no sobra insistir en
que k es un valor constante en el intervalo (0, 1).

Lema 1.2. Sea ABC un tridngulo esférico. Las tres
afirmaciones siguientes son equivalentes:

(i) ABC estd sufriendo una deformacion lagrangiana.

(ii) Las funciones a, b satisfacen una de las ecuaciones

diferenciales

Ab.daxAa.db=0

(iii) En la ley de los cosenos
cos c=cos a cos b¥ sen a sen bAy la ley
n C

sen c

de los senos

=k, ¢ permanece constante

mientras a, b varian suavemente.

Demostracién. La verificacion de (ii) < (iii)
consiste en una simple aplicacién del método de
integracion de Lagrange [10]; por ello, no se incluye
aqui. Para el resto de la prueba la figura 1 puede
servir de ayuda. Supongamos que (i) se cumple. En
el plano tangente a la esfera en A encontramos que
la contribucion de la derivada de b a la derivada de

ces = cos A.De forma similar, la proyeccion de la
t

derivada de a en la direccion de c en el punto B es

@cos B. Por hipotesis, @.cos A+ @cos B=0,

dt dt dt
0 sea,

db.cos Ax da.cos B=0.

Ahora bien, la trigonometria esférica enseia
que cos A=*Aa (respectivamente cos B =*Ab).
El signo distingue los casos en que A (respectiva-
mente B) es agudo u obtuso. Por tanto, se sigue (ii).
El argumento se puede invertir, es decir, (i) — (i).

Este lema muestra que la dindmica de la
deformacion lagrangiana de los triangulos
esféricos cumple la misma ecuacion diferencial o
ley de las integrales elipticas. Este hecho permite
la construccion de la calculadora analdgica de
Lagrange.
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dt

Figura 1. Deformacién lagrangiana.

Fuente: Elaboracién propia

Hasta aqui, todo parece indicar que para
construir una mdquina que implemente esta di-
namica, es preciso saber a cada instante cuando
a (respectivamente b) crece o decrece, y cuando
A (respectivamente B) es agudo, recto u obtuso.
A proposito, no sobra recordar en este punto la
condicion global de Gauss-Bonnet 4+ B+ C >,
v. e. g [11]. Asi pues, si alguno de estos tres angulos
es obtuso, tal condicion queda satisfecha y los dos
restantes pueden ser agudos, rectos u obtusos.

2. ADICION Y SUBSTRACCION

En verdad, no se precisa saber exactamente el
signo de las cantidades mencionadas en el parrafo
anterior. Esto es consecuencia de una ingeniosa
construccion geométrica debida al mismo Lagran-
ge [8]. Es interesante notar que tal construccién
involucra solamente meridianos y circunferencias
sobre la superficie esférica; o sea, se puede realizar
con regla y compds esféricos.

En el lenguaje de las integrales elipticas, la fun-
cion inversa F'de F se llama amplitud. Se quiere

que la calculadora tome dos amplitudes positivas
p=F" (u), y=F"(v)< Eyproduzca las ampli-
tudes p=F'(u+v)delasumay v=F"(u-v)
de la diferencia. Sin pérdida de generalidad se
asume que ¢ <w.La construccidon va como sigue.
Se fija el vértice C en un punto cualquiera de la
esfera. Sobre un meridiano cualquiera emanado de
C se traza un arco de magnitud 1 hasta llegar al
punto B. Con centro en By arco constante (radio
esférico) ¢ se traza una circunferencia sobre la
esfera. Luego se traza otro meridiano emanado de
C que corte esta circunferencia en los dos puntos
Ay A. Entonces,

,u,ue{aél,a'}.

Se enfatiza el hecho de que no se sabe cual
es cudl, pero de todos modos se obtienen los dos
valores distintos. Claro esta, se debe garantizar que

el tridngulo esférico ABC satisfaga 3¢ C_ k. La

sen ¢
figura 2 ilustra una situacion posible.

Figura 2. Construccién geométrica basica.

Fuente: Elaboracién propia

La construccion geométrica anterior es valida
porque cada uno de los triangulos ABC y A’BC se
puede obtener a partir del otro mediante deforma-
ciones lagrangianas. Ademas, las deformaciones
mencionadas son reversibles.
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1
Ejemplo 2.1. Sean k:E’¢ZCZ3OOY

sen C 1

0 . e
v =a=45". Lacondicion de los senos
senc 2

implica que C = sen™ (%) ~14.4775122°. El pro-

blema se reduce entonces a resolver un tridngulo esférico
cuando se conocen dos lados y el dngulo opuesto a uno
de ellos. Esto se realiza como sigue. El otro angulo
opuesto debe satisfacer

sen A=sen a csc ¢ sen C.

Por tanto, hay dos soluciones posibles, a saber:
A=20.7048111°y 4 =159.295189°. Puesto que

el dngulo restante es tal que
a+tc a—c A-C
csc tan| ——
2 2 2

se obtienen los valores B=151.528569"y
B =7.77788983°. La ley de los senos, de nuevo, pro-
duce b= = 72.4474985"y b =v=15.7039298".

Es fdcil verificar que estos valores hacen verdaderas las

B (
cot— =wsen
2

identidades de Lagrange correspondientes.

El procedimiento geométrico se puede repetir
para determinar otras sumas. No sobra insistir en
que se trata del procedimiento geométrico y no del
analitico basado en las funciones trigonométricas.
Este ultimo conduce a complicaciones innecesarias
que la calculadora analogica resuelve sin dificultad.
Por ejemplo, en la expresion para sen A se debe te-

. T
ner sen C = 0. Sic =0, ya que ¢ =¢ <—, el valor
¢ = 0 detiene el procedimiento analitico. Sin em-
bargo, la construccion geométrica para 0 <y < B

produce un tridngulo degenerado ABC con B=A
porque el radio de la circunferencia es nulo. De esta
manera, es a todas luces evidente que u=v =y.
Asi mismo, se pensaria que se debe prohibir el caso

& = 1 por el problema de la formula para cotg.

De nuevo, la calculadora produce los resultados
correctos pLy v = 0.

El parrafo anterior ilustra las ventajas relativas
de las calculadoras analogas. En primer lugar, su
hiperestabilidad: ya que se basan en sistemas fisi-
cos, no pueden producir resultados sin sentido.
También resuelven ecuaciones diferenciales que no
tienen soluciones analiticas y producen resultados
continuos, lo cual les da un dominio informa-
tico mas grande que sus contrapartes digitales.
Entre sus desventajas se cuentan los problemas
del ruido en las mediciones y las dificultades de
miniaturizacion.

3. TABLAS

Por el procedimiento geométrico descrito en
la seccion anterior es posible producir tablas de
amplitudes para angulos igualmente espaciados.
Asi, si se quiere una tabla en intervalos de (cinco
grados), debemos comenzar por la adicion con
¢ =y =5°.Se nota que el procedimiento analitico
del ejemplo previo no se deja aplicar debido a la
singularidad de la funcion cosecante. Ciertamen-
te, la construccion propuesta conlleva la soluciéon
de un tridngulo esférico isosceles, el cual debe
dividirse en dos triangulos esféricos rectangulos
congruentes. La trigonometria esférica [9] ensefia
como resolver estos tridngulos con la ayuda de sus
relaciones fundamentales, las reglas de Napier y las

leyes de los cuadrantes. Sea, como antes, k =—.

Entonces,

C = A=arcsen(k sen5") = 2.49761903.°

El algoritmo mencionado en el parrafo anterior
conduce a que

b= p=2arctan (cos A tan ¢)=9,990548377°,

ya que a =c = 5° La situacién se muestra en la fi-
gura 3. Un calculo sencillo prueba que la identidad
de Lagrange se verifica. El lector juicioso también
podria comprobar la validez de la ley de los senos.
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Figura 3. Caso de un triangulo esférico isdsceles

Fuente: Elaboracién propia

La amplitud obtenida p se puede tomar ahora
como 1 para adicionarle ¢ = 5° El proceso se puede
continuar hasta obtener la tabla siguiente.

Tabla 1. Cinco iteraciones de 5 grados

1
para k = 5
) ® b
5.00000000° 5° 9.990548377°
9.990548377° 5° 14.96249717°
14.96249717° 5° 19.90729132°
19.90729132° 5° 24.81723025°
24.81723025° 5° 29.68569104°

Fuente: Elaboracion propia

A partir de la segunda fila, el proceso se realiza
como en el ejemplo de la seccion anterior.

4. A MODO DE CONCLUSION

Se han descrito, pues, dos maneras de calcular
las amplitudes de la suma y diferencia de dos inte-
grales elipticas de la primera especie. La primera

constituye lo que hemos llamado la calculadora
analdgica de Lagrange. Ella permite obtener resul-
tados rapidos y certeros (hiperestables) mediante
una sencilla construccién geométrica sobre una
esfera. Sin embargo, las mediciones sobre la su-
perficie introducen errores (ruido) amén de que se
hacen mas comodas para tamafios mas grandes del
radio de la esfera (dificultades de miniaturizacion).
Por esto, los cilculos se han realizado con ayuda
de los algoritmos de la trigonometria esférica (se-
gunda manera). Este método constituye la version
digital de la calculadora. Esta vez se enfrentan
problemas de programacion, puesto que se deben
incluir todas las maneras de resolver triangulos
esféricos. Entre otras complicaciones, es preciso
implementar algoritmos distintos para los trian-
gulos rectdngulos y los triangulos oblicuangulos,
ademas de tener en cuenta las llamadas “leyes de
los cuadrantes”.

En lo anterior se vislumbra la posibilidad de
una tercera manera de proceder que comparta las
ventajas de las otras dos. Se trataria de realizar las
construcciones geométricas sobre la esfera con la
ayuda de un instrumento que permita leer y escri-
bir con precision sobre ella. En concreto, todo el
esfuerzo se dedicaria al desarrollo de una especie
de transportador esférico que convierta los datos di-
gitales en andlogos, y viceversa. Si ello es posible,
se lograrian, al mismo tiempo, valores verdaderos
y precisos para las amplitudes elipticas.
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