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Resumen

Este articulo recoge las principales conclusiones de una investigacion
sobre las contribuciones de J. Liouville a la teoria contemporanea de
las funciones elipticas. Cubre la mayor parte de los resultados de una
colaboracion entre el grupo SUMMA del Departamento de Ciencias Ba-
sicas de la Universidad de Medellin y el grupo Mat del Departamento de
Matematicas y Estadistica de la Universidad del Tolima. El proyecto ha
sido financiado parcialmente por la Vicerrectoria de Investigaciones de la
Universidad de Medellin y la Facultad de Ciencias de la Universidad del
Tolima. Comienza con una descripcion de la circunstancia histérica de
Liouville, luego de la emergencia del concepto moderno de funcion eliptica
en los trabajos de Abel y Jacobi. Después se discuten ciertos pormenores
de las Legons impartidas por el célebre matematico francés en el afio de
1847. Ellos cubren el teorema que hemos llamado de Liouville-Borchardt,
las proposiciones fundamentales sobre el niimero de ceros de las funcio-
nes meromorfas doblemente periddicas y los resultados sobre la relacion
entre los ceros y los polos. Al final, se esbozan importantes conclusiones
sobre el legado de Liouville a la teoria de las funciones elipticas de hoy.
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Recollection of the role of Liouville
in the history of the elliptic functions

Abstract

This paper collects the main conclusions of a research on the contributions
of J. Liouville to the contemporary theory of the elliptic functions. It covers
most of the results of a collaboration between the SUMMA group from the
Universidad de Medellin Basic Sciences Department and the Mat group
from the Universidad del Tolima Department of Mathematics and Statis-
tics. The project has been partially funded by the Universidad de Medellin
Research Vice-Principal’s Office and the Universidad del Tolima School
of Sciences. It begins with a description of Liouville’s historic background
after the emergence of the elliptic function modern concept in the work of
Abel and Jacobi. Subsequently, certain details of the Lecons chaired by the
famous French mathematician in 1847 are discussed. Such details cover
the so-called Liouville-Borchardt theorem, the fundamental propositions
about the number of zeros of the meromorphic doubly periodic functions,
and the results of the relation between the zeros and the poles. The end of
the article outlines important conclusions regarding the Liouville’s legacy
to the current theory of the elliptic functions.

Key words: history of mathematics —19th century—, complex analysis,
elliptic functions and integrals.
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INTRODUCCION

Con Liouville, las funciones elipticas se consumieron en el fuego de sus verdaderos
fundamentos para resurgir renovadas, como ave fénix, en el “nuevo rigor formal” de
las matematicas del siglo XIX. Abel [1] y Jacobi [2] son, sin duda alguna, los padres
de estas funciones. Sin embargo, es a Liouville a quien correspondio el honor de des-
velarlas en toda su pristina belleza.

Las funciones elipticas de Abel y Jacobi, estudiadas en [3] y [4], constituian una
materia intrincada, que no fluia facilmente por descansar en las poderosas formulas
de adicion y en algunos hechos analiticos no muy claros. Ciertamente, en la década de
1820, se estudiaba el calculo de las funciones complejas mediante los conocidos mé-
todos de la variable real. Un completo resumen de estos hechos se puede hallar en [5].

Aproximadamente quince afios después, el nueve de diciembre de 1844, Liouville
realiza algunos comentarios a una memoria de Chasles. Ellos aparecen publicados en
los Comptes Rendus a la Académie des Sciences de esta fecha. Alli se anuncia el des-
cubrimiento de un nuevo método, muy simple por cierto, para estudiar las funciones
elipticas. Sin embargo, en esta comunicacion no hay detalles. Por ello, en este articulo,
nos concentramos en las conferencias dictadas por Liouville [6] en Paris durante 1847,
las cuales estan documentadas en un articulo posterior. En ellas, se sientan las funciones
elipticas sobre nuevas bases y se demuestran originales y poderosas propiedades, las
cuales habian pasado desapercibidas para Abel y Jacobi.

Este articulo quiere estudiar dichas “nuevas bases” y propiedades a partir de las
conferencias originales. Sin embargo, como suele pasar a veces en la historia humana,
el camino no es tan directo como se podria pensar a primera vista: las mentadas Legons
de 1847 no vieron la luz sino hasta el afo 1880 (ver [6]). C. W. Borchardt, amigo de
Liouville, cuenta en este articulo de 1880 que, encontrandose de viaje en Paris durante
1847, fue invitado por el conferencista a escuchar sus hallazgos sobre las funciones
doblemente periddicas. Sus apuntes estuvieron guardados durante treinta y tres largos
anos. Repentinamente (no sabemos con certeza por qué, tal vez por una lucha sobre la
originalidad) decide publicarlas en el distinguidisimo Journal fiir Mathematik. Entre
otras cosas, confiesa que cambi6 la demostracion dada por Liouville al teorema fun-
damental, que los autores de este articulo nos hemos permitido bautizar como teorema
de Liouville-Borchardt. El cambio no es, desde ningtn punto de vista, ingenuo, como
lo veremos en la seccion siguiente.

A pesar de todas las dudas que surgen sobre las modificaciones que Borchardt
realizo a sus anotaciones, hay razones para creerle y considerar que los hallazgos de
Liouville en el afio de 1847 valen. En verdad, nuestro interés principal no es el teore-
ma fundamental en si, sino sus corolarios para las funciones elipticas. No hay razén
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alguna que sugiera que dichos corolarios sufrieran retoques en su esencia durante los
33 afios comprendidos entre las conferencias y su publicacion.

Para lo que sigue, asumimos que el lector conoce los rudimentos de la variable
compleja contemporanea. En la seccion siguiente relatamos los sorprendentes resultados
de Liouville y presentamos nuestra interpretacion a la luz de las matematicas de hoy.
Luego, resumimos nuestra reflexion bajo la forma de conclusiones, las cuales aspiran a
responder al titulo de este articulo. Es decir, ellas contienen la herencia que, en nuestro
concepto, Liouville lego a la teoria contemporanea de las funciones elipticas. Invitamos
al lector a mirar los originales y a consultar las investigaciones anteriores de nuestro
grupo de trabajo, que aparecen citadas en las referencias bibliograficas. Veamos.

1. ELEMENTOS PARA UNA INTERPRETACION

Decimos que una funcion [ :C — C es eliptica si es meromorfa y doblemente
periddica. Asi pues, con el fin de simplificar la presentacion y dado que Liouville [6]
considera siempre funciones (meromorfas) doblemente periddicas, identificaremos en
lo que sigue a las funciones elipticas con las funciones doblemente periddicas. Cier-
tamente, todas las funciones que consideraremos son meromorfas.

1.1. Diferenciacién compleja

Hoy en dia es, casi que universalmente, aceptado que la nocion fundamental del célculo
complejo es aquella que es funcion holomorfa. Una funcion de valores complejos es
holomorfa en un dominio complejo si es diferenciable en el sentido complejo en cada
punto de dicho dominio. Este concepto permite una caracterizacion poderosisima
para esta clase de funciones. A manera de ejemplo, tomamos el siguiente teorema de
Remmert [7]:

Theorem. The following assertions about a continuous func-
tion f:D — C are equivalent:

i) f is holomorphic (= complex-differentiable) in D .
i) For every (compact) triangle ACD, J.f(é’)dé’ =0.
oA

iii)  f is locally integrable in D (the Morera condition).
iv) For every open disc B with BCD

1
f(Z)=2—mIL_§Z)dC )

holds for every ze B.
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v)  f is developable into a convergent power series around each
point c € D.

Para el estudio de las funciones elipticas es mas pertinente la nocion de funcion
meromorfa. Una funcion es meromorfa en D si es holomorfa en el complemento de
un conjunto discreto de D vy tiene un polo en cada punto de dicho conjunto discreto.

Sin embargo, las cosas no siempre estuvieron tan claras. En las notas publicadas
por Borchardt [6], aparece, tardiamente para ser ya el afio de 1880, en lugar de una
nocion de funcion meromorfa, la siguiente descripcion algo imprecisa

[...] soit f(Z) une fonction bien déterminée, continue (c’est-a-
dire qui ne passe pas brusquement d’une valeur finie a une autre qui
en differe d’une quantité finie) et telle que, pour les valeurs de z qui
appartiennent aux points situés dans [’intérieur de la curve fermée K,
elle prenne toutes les valeurs dont elle est susceptible pour des valeurs
quelconques de z ; cela posé |[...]

Tampoco es cierto que las cosas se hayan aclarado de un dia para otro. A lo largo
del siglo XIX los matematicos franceses no se ponian de acuerdo sobre la diferen-
ciabilidad compleja y volvian una y otra vez a los conceptos que habia establecido el
baron de Cauchy al comienzo de este glorioso siglo. En el libro de texto de Briot y
Bouquet [8] se lee, afio 1859,

Ce premier Livre contient les principes d’une nouvelle théorie des
fonctions.

Nous adoptons les définitions données par M. Cauchy...

[...] sila fonction u acquiert la méme valeur au méme point, quel que
soit le chemin suivi pour y arriver, sans sortir de la portion considérée, M
Cauchy dit que la fonction est monodrome dans cette portion du plan...

Lorsque la valeur de la dérivée est indépendante de la direction du
deplacement, en d autres termes lorsque la fonction admet une dérivée
unique en chaque poin, M. Cauchy dit que la fonction es monogene...

M. Cauchy appelle fonction synectique une fonction qui reste finie,
continue, monodrome et monogene dans toute l’entendue du plan. Par
exemple, une fonction entiére est une fonction synectique.

En 1880, el texto de Laurent [9] presenta el teorema integral de Cauchy de la
siguiente manera:

Théoreme De Cauchy. Le point z variant a l’intérieur d’un contour
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donné, si, a lintérieur de ce contour, la fonction f (Z) reste monodrome,
z

monogene et finie, l'intégrale J. f (z)dz conservera toujours la méme
2o

valeur, pourvu que le chemin qui méne de z, a Z ne sorte pas du contour

donné, quel que soit d ailleurs ce chemin.

1.2. Teorema fundamental de Liouville-Borchardt

Liouville sin duda conocia las construcciones fundacionales de Abel [1] y Jacobi [2].
Por ello, sabia que las funciones elipticas, en cuanto doblemente periddicas, quedaban
determinadas por su comportamiento en un paralelogramo fundamental. Mas atin, este
paralelogramo se puede escoger de tal manera que su frontera no contenga las singula-
ridades aisladas de la funcion. Asi, el problema se reduce a estudiar el comportamiento
de las funciones meromorfas en la region encerrada por, digamos, una curva de Jordan
regular a trozos. Tal es el asunto que resuelve el teorema de Liouville-Borchardt: si
f (Z) es meromorfa en la cerradura de una region encerrada por una tal curva K,

Je dis qu’il y aura au moins une valeur de z , située dans [’intérieur
de K, pour laquelle f (Z) =200, a moins que f (Z) ne soit = constante.

Ver [6]. La demostracion de 1880 se basa en un resultado analitico de Cauchy.
No olvidemos que Borchardt confiesa que esta no fue la prueba original de Liouville.
Todo parece que el teorema original de 1847 era mucho menos general y se basaba en
el desarrollo de una funcion eliptica en series trigonométricas complejas.

La primera reaccion del lector contemporaneo es la de relacionar este resultado
con lo que hoy se llama teorema de Liouville: toda funcion entera, es decir, holomorfa
en todo el plano C, acotada es constante. A pesar de la similitud, la relacion no es,
desde ninglin punto de vista, trivial. Para ello, basta recordar el célebre teorema de la
aplicacion de Riemann, que afirma que ni el plano complejo ni la esfera son confor-
memente equivalentes a la region encerrada por la curva K. Una explicacion mas
detallada de estos hechos puede consultarse en las conclusiones del trabajo de Palacios
[10]. A proposito, entre otras interpretaciones posibles, en el primer capitulo de [10]
se propone que el teorema de Liouville-Borchardt se podria formular en lenguaje
contemporaneo bajo la siguiente forma.

Teorema de Liouville-Borchardt (version de hoy). Sea f:D — Cu{ } =S
(esfera de Riemann) una funcion meromorfa no constante definida en la clausura de
un dominio D del plano complejo. Si |f| no se hace infinita en 0D, ni alcanza alli

su valor mdximo, entonces existe un punto z € D tal que f ( ) 0,
u
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En fin, toda la teoria de Liouville para las funciones elipticas se desprende de aqui.
Pasemos, pues, a sus corolarios o consecuencias. Comprenden cuatro teoremas y lema.

Veamos.

1.3. Numero de polos de una funcion eliptica

La primera consecuencia del teorema de Liouville-Borchardt salta inmediatamente a
la vista.

Primer teorema de Liouville para las funciones elipticas. Una funcion eliptica
debe tener al menos un polo en su paralelogramo fundamental (a menos de que sea
trivial, o sea, constante).

De nuevo, los lectores contemporaneos defenderan que esto se puede probar mas
facilmente con ayuda del mencionado teorema de Liouville, al tomar a todo C como
dominio de la funcion eliptica, y suponer la inexistencia de polos. Los caminos reco-
rridos a lo largo de la historia no han sido siempre los mas cortos.

A propésito del teorema de Liouville, en el transcurso de esta investigacion hemos
descubierto que, a lo largo de toda su vida, el gran matematico francés dio al menos
tres versiones del resultado que lleva su nombre. El lector interesado en los avatares
de esta famosa proposicion puede referirse al interesante articulo de Peiffer [11].

Menos evidente es el siguiente resultado encontrado por Liouville.

Segundo teorema de Liouville para las funciones elipticas. Una funcion eliptica
con un polo unico en su paralelogramo fundamental es trivial, o sea, constante.

Para demostrar este hecho, se procede por contradiccion. Si la funcion tiene un
solo polo & , entonces la parte principal de su serie de Laurent tiene la forma
6171

@

Z—a

De esta manera, por medio de ingeniosas manipulaciones algebraicas y como
consecuencia de la doble periodicidad, se llega a una contradiccion con lo dicho en el
primer teorema de Liouville. En este punto, invitamos al lector a consultar los detalles
en [6] y [10].

Y, /qué pasara entonces con las funciones elipticas con dos polos? Pues esta pre-
gunta ya tenia una respuesta en la época de Liouville. Abel [1] y Jacobi [2] ya habian
construido funciones elipticas con dos polos mediante el conocido procedimiento de
inversion formal de una funcion integral eliptica, ¢/ [5]. Sin embargo, Liouville [6] se
siente obligado a mostrar una manera mas sencilla de construirlas mediante funciones
trigonométricas complejas.
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Y llega mucho mas lejos.

Tercer teorema de Liouville para las funciones elipticas. Existen funciones elipticas
con dos polos. Aun mds, dados niimeros complejos @,@’,a, 8 es posible construir

una funcion eliptica que tenga periodos 2w,2®" y polos o, . Si llamamos (D(Z )
a dicha funcion, entonces todas las funciones elipticas con los mismos periodos y los
mismos polos son combinaciones lineales de la forma

)\-gp(z)—i—u-l,)\e C. 3)

En este caso la demostracion es directa. Se parte de la parte principal

z—a z—pf @

de la funcion eliptica con los mismos periodos y polos que q)(z). El primer
teorema implica entonces que dicha funcidon es una combinacion lineal de la forma
buscada. Los pormenores aparecen en [6]y [10].

a b
-1 + 1

14. Relacion entre ceros y polos

Al lado de los teoremas de Liouville, el articulo fundacional [6] desarrolla toda una
teoria que alberga también consecuencias muy importantes para la mejor comprension
de las funciones elipticas, en particular, para el entendimiento de sus graficas. Como
este asunto no constituye la materia primordial de esta presentacién, ponemos todos
los resultados juntos en el siguiente lema, que presentamos sin demostracion. A los
interesados en el tema, les recomendamos el articulo original [6], asi como las inter-
pretaciones de Palacios [10].

Lema de Liouville sobre los ceros de una funcion eliptica. Una funcion eliptica
con dos polos distintos ., B tiene exactamente dos ceros distintos a,b . Ademds, En
este caso, se verifica que

a+pf=a+b (5)

donde la suma se lleva a cabo sin salirse de un paralelogramo fundamental. Es
decir, se trata de la adicion médulo el reticulo 2n@w+ 2n'w, n, n'e Z.

Son estos resultados sobre la relacion de los polos y los ceros los que llevan a
Liouville a descubrir propiedades algebraicas mas generales en los espacios de fun-
ciones elipticas.

Cuarto teorema de Liouville para las funciones elipticas. Si ¢ (Z) es una funcion
eliptica con periodos 2m,2m', entonces cualquier otra funcién con esta propiedad
(mismos periodos, sin importar donde se sitiien sus polos o sus ceros) se puede escribir
como una funcion racional de (D(Z).

o
Revista Ingenierias Universidad de Medellin



Memoria sobre el papel de Liouville en la historia de las funciones elipticas 117

1.5. Funciones elipticas con mas de dos polos

Los teoremas y el lema enunciados hasta este punto yacen en la base de la teoria actual
de las funciones elipticas; comparese, por ejemplo, con Lang [12]. No obstante, es nues-
tro deber aclarar que los descubrimientos de Liouville [6] son mucho mas generales
porque cubren el caso de funciones con mas de dos polos.

Sus conclusiones son muy sencillas y elegantes. En verdad, la seccion cuarta del
articulo [6] comienza con el siguiente parrafo.

Les fonctions doublement périodiques a deux infinies ne sont pas
seulement les plus simples fonctions de ce genre, mais elles forment en
méme temps les éléments, dont se composent algébriquement les fonctions
doublement périodiques a plusieurs infinis.

Ciertamente, a partir de este punto Liouville se encarga de mostrar la manera como
las funciones elipticas de mas de dos polos se pueden expresar como sumas o productos
de las mas simples, es decir, de aquellas con dos polos. De paso, prueba que el nimero
de ceros de las funciones generales es igual al nimero de sus polos. Ademas, se tiene
que la suma de todos los ceros iguala a la suma de todos los polos, modulo el reticulo
fundamental, naturalmente. Ver [6] y [10] para mayores explicaciones.

2. CONCLUSIONES

2.1. Legado de Liouville

A pesar de que Liouville no tenia a su disposicion todo el formalismo contemporaneo de
la variable compleja, supo descubrir que este campo de las matematicas era el axioma
fundamental de las funciones elipticas. Después de €l, la teoria de estas funciones se
ha convertido en un capitulo méas de la variable compleja.

En otras palabras, la principal conclusion de este trabajo es que Liouville descubrio
un conjunto de supuestos o hipdtesis, a partir de los cuales la teoria de las funciones
elipticas discurre con gran simplicidad y elegancia. Dicho conjunto de supuestos es,
sencillamente, la teoria de las funciones meromorfas. Basta, ciertamente, comparar
los dificilisimos e intrincados procedimientos de Abel [1] y Jacobi [2] con la recatada
elegancia de Liouville [6] para darse cuenta del tremendo avance que representd en
la historia de la disciplina la colocacion de la variable compleja en la base de las fun-
ciones elipticas. Y no se trata solamente de un asunto de elegancia y simplificacion,
sino también de contenido: los nuevos métodos permitieron demostrar rigurosamente
los cuatro teoremas de Liouville para las funciones elipticas, unos resultados que
Abel [1] y Jacobi [2] no pudieron establecer, a pesar de tener ciertas intuiciones
sobre ellos.
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2.2. Formalismo matematico

En relacion con la conclusion anterior, se debe sefalar que el proceder de Liouville
ensefa o muestra una nueva forma de construir una teoria matematica (es precisamente
esto lo que hace interesante la mirada historica a los textos originales, pues alli se revelan
las nuevas creaciones). En la base, yacen los axiomas, que, en este caso, son las pro-
piedades de las funciones meromorfas que desvela el teorema de Liouville-Borchardt.
Se trata de un comienzo duro, porque es alli donde yace la componente analitica de la
teoria de Liouville para las funciones elipticas. Insistimos que es un punto de partida
duro o dificil porque descansa, en el fondo, sobre el principio del moédulo maximo de
la variable compleja, una proposicion que demanda gran domino del anélisis. Después
de superarlo, todo fluye con rapidez y simplicidad. Con esto queremos decir que, una
vez establecido el teorema fundamental de Liouville-Borchardt, los cuatro teoremas
y el lema de Liouville se prueban mediante procedimientos algebraicos y topologicos
muy simples. Bueno, la topologia merece unas explicaciones adicionales, ya que no
se conocia en la época de las Legons (1847). Sin embargo, los matematicos de hoy
reconocen que las formulaciones de Liouville admiten una interpretacion mas sencilla
si se introduce la topologia moderna. Véase, por ejemplo, la version del teorema de
Liouville-Borchardt propuesta en [10].

Para dejar en claro las cosas de una buena vez, es notable la influencia e impor-
tancia del algebra moderna que nacia en la primera mitad del siglo XIX. Asi lo prueba,
ademas, el deseo de Liouville por descubrir propiedades (hoy diriamos estructuras)
algebraicas para ciertos conjuntos de funciones elipticas. Nos referimos concreta-
mente a los teoremas tercero y cuarto, que se enmarcan dentro de lo que, hoy en dia,
llamariamos un cuerpo de funciones. También se nota este espiritu algebraico en la
consideracion de las series de Laurent, en cuanto formadas por una parte entera o de
Taylor y una parte fraccionaria o principal.

En concreto, todo indica que en Liouville [6] se manifiesta una fuerte tendencia
a concebir las matematicas como una teoria de la formas del pensamiento. Nos re-
ferimos con esto a la concepcion de las matemadticas documentada por Schubring en
las conclusiones de [13], una obra de caracter histérico que estudia extensivamente el
devenir del analisis durante los siglos X VII al XIX en Francia y Alemania.

2.3. Estilo de Liouville, rigor analitico

Todo indica que la divulgacioén cientifica de los resultados de la teoria de las funciones
elipticas ha preferido siempre la senda del algebra, en lugar que la del analisis. Este tema
ya ha sido tratado en [14] para la emergencia de las funciones elipticas. Aunque no se

puede negar la esencia analitica del tema, tanto Abel [1] y Jacobi [2] como Liouville
u
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[6] optaron por salir muy rapidamente de los fundamentos analiticos para explorar
algebraicamente sus consecuencias.

Recordemos que el analisis vivid toda una revoluciéon como consecuencia de la
revision realizada por Cauchy a los fundamentos del célculo infinitesimal. El cambio
defendia una gran coherencia interna entre definiciones, teoremas y demostraciones.
Esta vision se oponia a la aproximacion intuitiva de lo “infinitamente pequefio”,
predominante desde el siglo XVII. La revision o revolucion de Cauchy, a la que nos
referimos, estd documentada ampliamente en muchas investigaciones sobre la historia
del analisis. Por ejemplo, [13] contiene una descripcion muy completa de las querellas
analiticas ocurridas en Francia y Alemania durante varios siglos. Un trabajo mas fo-
calizado es el objeto de la tercera parte de [15], donde se explicita el sentimiento de
inconformidad de Abel frente al analisis de su época, al que consideraba carente de
rigor y sistematizacion.

Respecto a este “nuevo rigor analitico” de la primera mitad del siglo XIX, nos
inclinamos a tildar el estilo de Liouville [6] como mixto. En verdad, por un lado no se
puede negar que sus descubrimientos descansan sobre los estudios de Cauchy en torno
a la diferenciabilidad compleja, o sea, en la fuente misma del ‘“nuevo rigor”. De otro
lado, es indudable que las Legcons de 1847 estan concebidas y dispuestas como una
maquina de deduccion formal, consciente del algebra de su época y seminconsciente
de los asuntos topologicos.

El Joseph Liouville de [6] es, ya casi, un matematico de nuestros dias.
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Abstract

In this study, thin films of AglnS, with chalcopyrite-type tetragonal
structure were grown by means of a procedure based on the sequential
evaporation of metallic precursors in presence of elemental sulfur in a
two-stage process. The effect of the growth temperature and the pro-
portion of the evaporated Ag mass in relation to the evaporated In mass
(m,,/m;,) on the phase and homogeneity in the chemical composition
were researched through X-ray diffraction measurements and Auger
electrons spectroscopy. These measurements evidenced that the condi-
tions for preparing thin films containing only the AgInS, phase, grown
with tetragonal chalcopyrite-type structure and good homogeneity of the
chemical composition in the entire volume, are a temperature of 500 °C
and a 0.89 m,/m,, proportion.

The transient photocurrent measurements indicated that the electricity
transmission is affected by recombination processes via band-to-band
transitions and trap-assisted transitions.

Key words: XRD, AES, solar cells, thin films
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